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Ctvercová matice řádu n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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Historická poznámka

Jak vyplývá z našich současných znalostı́ 1 omatematických vědomostech ve starověku, mezi prvnı́ řeši-

tele soustav lineárnı́ch rovnic patřili Cı́ňané. V knize Aritmetika v devíti knihách ze 2. stoletı́ před našı́m

letopočtem je uveden algoritmus (nazvaný van čen) řešenı́ soustav lineárnı́ch rovnic, který je obdobou

našeho převodu na schodovitý (trojúhelníkový) tvar.

Toto pravidlo, je sice vyloženo na konkrétnı́m přı́kladu soustavy třı́ rovnic o třech neznámých, ale je

naznačeno dostatečně obecně.

Rozšı́řilo se i v jiných zemı́ch Východu a vedlo nakonec k pojmu determinantu.

1 S ́ ̌ , J., T ,́ Z. Základy aplikované matematiky I. Praha : SNTL – Nakladatelstvı́ technické literatury, Praha. 1983.

Strana 222–223.
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1. Zavedení pojmu determinant 2. řádu

Rešme soustavu dvou lineárnı́ch rovnic o dvou neznámých.

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 = 𝑏

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 = 𝑏

Sčıt́acı́ metodou vyloučı́me neznámou 𝑦.

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 = 𝑏 |.𝑎

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 = 𝑏 |.(−𝑎 )

𝑎 𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑎 𝑦 = 𝑏 𝑎

−𝑎 𝑎 𝑥 − 𝑎 𝑎 𝑦 = −𝑏 𝑎

(𝑎 𝑎 −𝑎 𝑎 )𝑥 = 𝑏 𝑎 − 𝑏 𝑎

Pokud bychom vyloučili neznámou 𝑥 tak, že prvnı́ rovnici vynásobı́me členem (−𝑎 ), druhou rovnici

členem 𝑎 a sečteme je, dostaneme:

(𝑎 𝑎 −𝑎 𝑎 )𝑦 = 𝑏 𝑎 − 𝑏 𝑎

Vidıḿe, že závorka na levé straně je v oboupřı́padech stejná. Proto je namı́stě následujıćı́ de inice kdy ke

čtvercovému schématu, (tvořenémupouzebarevnými koe icienty uproměnných), které sestává ze dvou

řádků a dvou sloupců, přiřazujeme určitý výraz tvořený prvky zapsanými do tohoto schématu.

A to rozdíl dvou součinů, který je barevně zapsán do závorek, ze kterých vytkneme jednotlivé pro-

měnné. Tento výraz nazveme determinantem druhého řádu.
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Definice

Determinant 2. řádu je výraz a a − a a

(hodnota, čı́slo),

který označujeme det
𝑎 𝑎

𝑎 𝑎
= 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 nebo stručněji

𝑎 𝑎

𝑎 𝑎
= 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 .

Protože dle de inice je determinant 2. řádu rozdíl součinů vždy dvou prvků, můžeme řı́ci, že vlastnı́ hodnota deter-

minantu závisı́ na tom, ze kterých prvků je složen. Tedy napřı́klad:

— jsou-li prvky čísla, je determinant číslo;

— jsou-li prvky mnohočleny, je determinant mnohočlen;

— jsou-li prvky goniometrické funkce, je determinant také funkcı́ složenou z goniometrických funkcı́;

— …

Nejčastěji se budeme setkávat s determinanty, které majı́ ve schématu pouze (reálná) čı́sla.

Hodnotu determinantu 2. řádu určı́me snadno pomocı́ následujı́cıh́o křı́žového pravidla:

D =

𝑎 𝑎

↘↙

𝑎 𝑎

. Pokud ve směru shora dolů násobı́me zleva doprava (tak jak čteme), přiřadı́me

součinu kladné znaménko. V předchozı́m přı́kladu značeno modrou barvou.

Násobı́me-li zprava doleva, opatřı́me součin záporným znaménkem (červeně).
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Cvičení

1.
2 3

4 5
= 2 ⋅ 5 − 3 ⋅ 4 = −2

2.
𝑎 − 𝑏 𝑎 − 𝑐

𝑎 + 𝑐 𝑎 + 𝑏
= (𝑎 − 𝑏) ⋅ (𝑎 + 𝑏) − (𝑎 − 𝑐) ⋅ (𝑎 + 𝑐) = 𝑎 − 𝑏 − (𝑎 − 𝑐 ) = 𝑐 − 𝑏

3.
cos 𝑥 sin 𝑥

sin 𝑥 cos 𝑥
= (cos 𝑥) − (sin 𝑥) = cos 𝑥 − sin 𝑥 = cos 2𝑥

4. Určete 𝑥 tak, aby platilo: 𝑥 2𝑥 − 1

3 1
= −2

Vyčı́slı́me determinant: 𝑥 ⋅ 1 − (2𝑥 − 1) ⋅ 3 = −2

𝑥 − 6𝑥 + 3 = −2 | − 3

−5𝑥 = −5 | ∶ (−5)

𝑥 = 1

5. Rešte rovnici a proveďte zkoušku: 𝑥 − 2 3

4 −𝑥
= −20

Vyčı́slı́me determinant: (𝑥 − 2) ⋅ (−𝑥) − 3 ⋅ 4 = −20 |.(−1)

𝑥 ⋅ (𝑥 − 2) + 12 = 20 | − 20

𝑥 − 2𝑥 − 8 = 0
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Rešı́me kvadratickou rovnici dle vzorce: 𝑥 ; =
−𝑏 ± √𝑏 − 4𝑎 𝑐

2 𝑎

−(−2) ± (−2) − 4 ⋅ 1 ⋅ (−8)

2 ⋅ 1
=
2 ± √4 + 32

2
=
2 ± √36

2
=
2 ± 6

2

𝑥 = 4

𝑥 = −2

Zkouška pro 𝑥 = 4 ∶
2 3

4 −4
= 2 ⋅ (−4) − 3 ⋅ 4 = −8 − 12 = −20

Zkouška pro 𝑥 = −2 ∶
−4 3

4 2
= (−4) ⋅ 2 − 3 ⋅ 4 = −8 − 12 = −20

Determinant je většinou pouze jinak zapsané čı́slo.

Napřı́klad platı:́ 2 = | − 2| = 2!= √4 =
2

1
= log 100 = (2𝑥) =

2 3

0 1
= …

Cıślo 2můžeme napřı́klad vyjádřit jako:

absolutnı́ hodnotu z čı́sla minus dva;

dvě faktoriál;

druhou odmocninu ze čtyř;

kombinačnı́ čı́slo dvě nad jednou;

logaritmus při základu deset z čı́sla sto;

derivaci členu 2𝑥 (podle 𝑥);

deteminant
2 3

0 1
;

…

Ačkoliv determinant 2. řádu je výraz (čı́slo), hovořı́

se často o řádcı́ch či sloupcı́ch determinantu a, takže

se termı́nem „determinant“ mı́nı́ také sám symbol

𝑎 𝑎

𝑎 𝑎
.

a Správně bychom měli hovořit o řádcı́ch či sloupcı́ch sché-

matu přiřazenému k danému determinantu.
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2. Zavedení pojmu determinant 3. řádu

Podobně jako v předchozı́ kapitole řešme soustavu třı́ lineárnı́ch rovnic o třech neznámých:

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 + 𝑎 𝑧 = 𝑏

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 + 𝑎 𝑧 = 𝑏

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 + 𝑎 𝑧 = 𝑏

Soustavu budeme řešit sčı́tacı́ metodou tak, že osamostatnı́me neznámou2 𝑥.

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 + 𝑎 𝑧 = 𝑏 |.𝑎 |.𝑎

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 + 𝑎 𝑧 = 𝑏 |.(−𝑎 )

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 + 𝑎 𝑧 = 𝑏 |.(−𝑎 )

(𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 ) 𝑥 + (𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 ) 𝑧 = 𝑏 𝑎 − 𝑏 𝑎 |.(𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 )

(𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 ) 𝑥 + (𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 ) 𝑧 = 𝑏 𝑎 − 𝑏 𝑎 |.(𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 )

Vzhledem ke skutečnosti, že po součtu výše uvedených poslednı́ch dvou rovnic bude výsledná rovnice

s jedinou neznámou 𝑥 již poněkud rozsáhlá a nepřehledná, omezı́me se pouze na jejı́ levou stranu, když

ještě vytkneme neznámou.

(𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 + 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 + 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 −

− 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 + 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 ) ⋅ 𝑥 = …

Po vytknutı́ a sečtenı́

𝑎 (𝑎 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 𝑎 + 𝑎 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 𝑎 + 𝑎 𝑎 𝑎 )…𝑥 = …

2 Obdobně můžeme postupovat i pro neznámé a . Jen se změnı́ prvek vytknutý před závorku, ale vlastnı́ závorka

zůstane stejná.
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Nynı́ vzhledemkplatnosti komutativnı́ho zákonapři násobenı́ (možnost záměny činitelů při součinu)

přeskládáme pořadı́ členů v jednotlivých součinech podle řádkových indexů

𝑎 (𝑎 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 𝑎 + 𝑎 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 𝑎 + 𝑎 𝑎 𝑎 ) ⋅ 𝑥 = …

Nynı́ vzhledem k platnosti komutativnı́ho zákona při sčı́tánı́ (možnost záměny sčı́tanců při součtu)

přeskládáme pořadı́ jednotlivých součinů podle znamének následovně:

𝑎 (𝑎 𝑎 𝑎 + 𝑎 𝑎 𝑎 + 𝑎 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 𝑎 ) ⋅ 𝑥 = …

Vzhledem k tvaru poslednı́ závorky a symbolicky zapsané původnı́ soustavě je namı́stě (analogicky

jako u determinantu 2. řádu) následujıćı́ de inice, kdy ke čtvercovému schématu řádu tři, nebo-li typu

(3 , 3) přiřazujeme určitý výraz. Tento výraz nazveme determinantem třetı́ho řádu.
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Definice

Determinant 3. řádu je výraz (hodnota, čı́slo)

a a a + a a a + a a a − a a a − a a a − a a a ,

který označujeme det

𝑎 𝑎 𝑎

𝑎 𝑎 𝑎

𝑎 𝑎 𝑎

nebo stručněji

𝑎 𝑎 𝑎

𝑎 𝑎 𝑎

𝑎 𝑎 𝑎

—nebo-li stanovenı́ jeho hodnoty.

Budeme postupovat následovně.

Vezmeme výraz (kterým jsme de inovali determinant 3. řádu)

D = 𝑎 𝑎 𝑎 + 𝑎 𝑎 𝑎 + 𝑎 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 𝑎

a pouze ho trochu přeskládáme tı́m způsobem, že před závorky vytkneme postupně prvky prvnı́ho řád-

ku. D = 𝑎 𝑎 𝑎 + 𝑎 𝑎 𝑎 + 𝑎 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 𝑎 =

= 𝑎 (𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 ) + 𝑎 (𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 ) + 𝑎 (𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 ) =

= 𝑎 (𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 ) − 𝑎 (𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 ) + 𝑎 (𝑎 𝑎 − 𝑎 𝑎 )

a vyčı́slı́me:

𝑎 𝑎 𝑎

𝑎 𝑎 𝑎

𝑎 𝑎 𝑎

= 𝑎 ⋅
𝑎 𝑎

𝑎 𝑎
− 𝑎 ⋅

𝑎 𝑎

𝑎 𝑎
+ 𝑎 ⋅

𝑎 𝑎

𝑎 𝑎
(1)
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Vidıḿe, že původně zadaný determinant 3. řádu jsme nahradili třemi determinanty 2. řádu, které

jsme násobili prvky prvnı́ho řádku opatřenými vhodnými znaménky.

Stejně tak jsme mohli přeskládat výraz (kterým jsme de inovali determinant 3. řádu) tak, že bychom

vytkli před závorku postupně prvky druhého řádku, třetı́ho řádku, prvnı́ho sloupce, druhého sloupce

nebo třetı́ho sloupce. Jen by seměnily přı́slušné determinanty 2. řádu ve vztazı́ch analogických ke vzta-

hu (1). Proto zavedeme následujıćı́ de inici.

Subdeterminant D vznikne tak, když z původnı́ho determinantu D vypustı́me (od-

stranı́me) řádek i a sloupec j .

Nynı́ již můžeme vztah (1) přepsat obecně následujı́cı́m způsobem.

2.1. Stanovení determinantu 3. řádu rozvojem

D = (−1) 𝑎 ⋅ D rozvoj podle řádku i (2)

D = (−1) 𝑎 ⋅ D rozvoj podle sloupce j (3)
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Cvičení

Určete hodnotu determinantu rozvojem podle nějakého řádku⟹ vzorec (2).

Tedy řádkový index i bude pevně dán a sloupcový index j se bude měnit.

2 −1 3

1 8 1

−1 −2 5

= ∑
∀

(−1) ⋅ 𝑎 ; ⋅ D ; = ∑ (−1) ⋅ 𝑎 ; ⋅ D ;
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Cvičení

Determinant rozvineme /vzorec (2)/ podle 3. řádku ⟹ řádkový index i se tedy rovná 3

a sloupcový index j nabývá postupně hodnot 1, 2, 3.

2 −1 3

1 8 1

−1 −2 5

= 1. sčı́tanec: (−1) ⋅ 𝑎 ; ⋅ D ; ⟸ 3. řádek / 1. sloupec

= (−1) ⋅ (−1) ⋅
−1 3

8 1
+ (−1) ⋅ (−2) ⋅

2 3

1 1
+ (−1) ⋅ (5) ⋅

2 −1

1 8
=

= (−1)⋅[+(−1)⋅(1) − (3)⋅(8) ] + [−(−2)]⋅[+(2)⋅(1) − (3)⋅(1) ] + (5)⋅[+(2)⋅(8) − (−1)⋅(1) ] =

= (−1)⋅(−1−24)+(+2)⋅(2−3)+(5)⋅(16+1) = (−1)⋅(−25)+2⋅(−1)+5⋅(17) = 25−2+85 = 108
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Cvičení

Determinant rozvineme /vzorec (2)/ podle 3. řádku ⟹ řádkový index i se tedy rovná 3

a sloupcový index j nabývá postupně hodnot 1, 2, 3.

2 −1 3

1 8 1

−1 −2 5

= 2. sčı́tanec: (−1) ⋅ 𝑎 ; ⋅ D ; ⟸ 3. řádek / 2. sloupec

= (−1) ⋅ (−1) ⋅
−1 3

8 1
+ (−1) ⋅ (−2) ⋅

2 3

1 1
+ (−1) ⋅ (5) ⋅

2 −1

1 8
=

= (−1)⋅[+(−1)⋅(1) − (3)⋅(8) ] + [−(−2)]⋅[+(2)⋅(1) − (3)⋅(1) ] + (5)⋅[+(2)⋅(8) − (−1)⋅(1) ] =

= (−1)⋅(−1−24)+(+2)⋅(2−3)+(5)⋅(16+1) = (−1)⋅(−25)+2⋅(−1)+5⋅(17) = 25−2+85 = 108
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Cvičení

Determinant rozvineme /vzorec (2)/ podle 3. řádku ⟹ řádkový index i se tedy rovná 3

a sloupcový index j nabývá postupně hodnot 1, 2, 3.

2 −1 3

1 8 1

−1 −2 5

= 3. sčı́tanec: (−1) ⋅ 𝑎 ; ⋅ D ; ⟸ 3. řádek / 3. sloupec

= (−1) ⋅ (−1) ⋅
−1 3

8 1
+ (−1) ⋅ (−2) ⋅

2 3

1 1
+ (−1) ⋅ (5) ⋅

2 −1

1 8
=

= (−1)⋅[+(−1)⋅(1) − (3)⋅(8) ] + [−(−2)]⋅[+(2)⋅(1) − (3)⋅(1) ] + (5)⋅[+(2)⋅(8) − (−1)⋅(1) ] =

= (−1)⋅(−1−24)+(+2)⋅(2−3)+(5)⋅(16+1) = (−1)⋅(−25)+2⋅(−1)+5⋅(17) = 25−2+85 = 108
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Cvičení

Determinant rozvineme /vzorec (2)/ podle 3. řádku ⟹ řádkový index i se tedy rovná 3

a sloupcový index j nabývá postupně hodnot 1, 2, 3.

2 −1 3

1 8 1

−1 −2 5

= 4. sčı́tanec: (−1) ⋅ 𝑎 ; ⋅ D ; ⟸ 3. řádek / 4. sloupec

= (−1) ⋅ (−1) ⋅
−1 3

8 1
+ (−1) ⋅ (−2) ⋅

2 3

1 1
+ (−1) ⋅ (5) ⋅

2 −1

1 8
=

= (−1)⋅[+(−1)⋅(1) − (3)⋅(8) ] + [−(−2)]⋅[+(2)⋅(1) − (3)⋅(1) ] + (5)⋅[+(2)⋅(8) − (−1)⋅(1) ] =

= (−1)⋅(−1−24)+(+2)⋅(2−3)+(5)⋅(16+1) = (−1)⋅(−25)+2⋅(−1)+5⋅(17) = 25−2+85 = 108
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Zdánlivě nezapamatovatelný vztah z de inice se dá celkem snadno vyjádřit (ovšem pouze pro de-

terminant 3. řádu) pomocı́ následujı́cı́ho 3 doplněného schématu.

2.2. Sarrusovo pravidlo pro výpočet determinantu 3. řádu

Hodnotu determinantu 3. řádu určı́me snadno pomocı́ následujı́cı́ho schématu:

D =

𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎

↘ ↘↙ ↘↙ ↙

𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎

↙ ↘↙ ↘↙ ↘

𝑎 𝑎 𝑎 𝑎 𝑎

kdy nejprve za determinat znovu opı́šeme prvnı́ a druhý sloupec a potom násobı́me ve směru šipek,

stejně jako u determinantu 2. řádu.

Pokud shora dolů násobı́me zleva doprava, přiřadıḿe součinu kladné znaménko.

Násobı́me-li trojici čı́sel zprava doleva, opatřı́me součin záporným znaménkem.

Stejného výsledku dosáhneme, jestliže pod determinant znovu opı́šeme

prvnı́ a druhý řádek (třeba na papı́r, který přiložıḿe) a opět shora dolů

násobı́me trojici čı́sel zleva doprava s kladným znaménkem.

Násobı́me-li zprava doleva, opatřı́me součin záporným znaménkem.
D =

𝑎 𝑎 𝑎

𝑎 𝑎 𝑎

𝑎 𝑎 𝑎

𝑎 𝑎 𝑎

𝑎 𝑎 𝑎

Zdůrazněme, že uvedené pravidlo neplatí pro determinanty jiného řádu než 3. řádu!

3 Francouzský matematik Pierre Frideric Sarrus (1798 – 1861).
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2.3. Cvičení

1. Určete hodnotu determinantu D =

3 −2 4

−1 5 3

2 −4 −3

Řešení: 1. Sarrusovo pravidlo

D = 3 ⋅ 5 ⋅ (−3) + (−2) ⋅ 3 ⋅ 2 + 4 ⋅ (−1) ⋅ (−4) − 4 ⋅ 5 ⋅ 2 − 3 ⋅ 3 ⋅ (−4) − (−2) ⋅ (−1) ⋅ (−3) =

= −45 − 12 + 16 − 40 + 36 + 6 = −39

2. Rozvoj podle prvnı́ho řádku

D = (−1) ⋅ 3 ⋅
5 3

−4 −3
+ (−1) ⋅ (−2) ⋅

−1 3

2 −3
+ (−1) ⋅ 4 ⋅

−1 5

2 −4
=

= 3 ⋅ (−15 + 12) + 2 ⋅ (3 − 6) + 4 ⋅ (4 − 10) = −9 − 6 − 24 = −39

3. Rozvoj podle druhého řádku

D = (−1) ⋅ (−1) ⋅
−2 4

−4 −3
+ (−1) ⋅ 5 ⋅

3 4

2 −3
+ (−1) ⋅ 3 ⋅

3 −2

2 −4
=

= 1 ⋅ (6 + 16) + 5 ⋅ (−9 − 8) − 3 ⋅ (−12 + 4) = 22 − 85 + 24 = −39

4. Rozvoj podle třetı́ho řádku

D = (−1) ⋅ 2 ⋅
−2 4

5 3
+ (−1) ⋅ (−4) ⋅

3 4

−1 3
+ (−1) ⋅ (−3) ⋅

3 −2

−1 5
=

= 2 ⋅ (−6 − 20) + 4 ⋅ (9 + 4) − 3 ⋅ (15 − 2) = −52 + 52 − 39 = −39
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5. Rozvoj podle prvnı́ho sloupce

D = (−1) ⋅ 3 ⋅
5 3

−4 −3
+ (−1) ⋅ (−1) ⋅

−2 4

−4 −3
+ (−1) ⋅ 2 ⋅

−2 4

5 3
=

= 3 ⋅ (−15 + 12) + 1 ⋅ (6 + 16) + 2 ⋅ (−6 − 20) = −9 + 22 − 52 = −39

6. Rozvoj podle druhého sloupce

D = (−1) ⋅ (−2 ⋅
−1 3

2 −3
+ (−1) ⋅ 5 ⋅

3 4

2 −3
+ (−1) ⋅ (−4) ⋅

3 4

−1 3
=

= 2 ⋅ (3 − 6) + 5 ⋅ (−9 − 8) + 4 ⋅ (9 + 4) = −6 − 85 + 52 = −39

7. Rozvoj podle třetı́ho sloupce

D = (−1) ⋅ 4 ⋅
−1 5

2 −4
+ (−1) ⋅ 3 ⋅

3 −2

2 −4
+ (−1) ⋅ (−3) ⋅

3 −2

−1 5
=

= 4 ⋅ (4 − 10) − 3 ⋅ (−12 + 4) − 3 ⋅ (15 − 2) = −24 + 24 − 39 = −39
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2. Určete hodnotu determinantu D =

1 −2 3

6 0 1

2 −1 4

Řešení Sarrusovým pravidlem

D = 1 ⋅ 0 ⋅ 4 − 2 ⋅ 1 ⋅ 2 − 3 ⋅ 6 ⋅ 1 − 3 ⋅ 0 ⋅ 2 + 1 ⋅ 1 ⋅ 1 + 2 ⋅ 6 ⋅ 4 = 27

3. Určete hodnotu determinantu D =

2 4 0

−1 1 0

0 2 3

Řešení rozvojem podle třetı́ho (obsahuje dvě nuly) sloupce

D = 0 + 0 + (−1) ⋅ 3 ⋅
2 4

−1 1
= 3 ⋅ (2 + 4) = 18

4. Určete hodnotu neznámé 𝑥 tak, aby platilo:

−𝑥 1 𝑥

0 −𝑥 −1

𝑥 1 −𝑥

= −2𝑥

Řešení Sarrusovým pravidlem

−𝑥 − 𝑥 + 𝑥 − 𝑥 = −2𝑥

−2𝑥 = −2𝑥 | + 2𝑥

0 = 0

Daný vztah platı́ pro libovolné 𝑥 .
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3. Determinanty vyšších řádů

Připomeňme, že dřıv́e jsme zavedli pojem subdeterminant D a následně ukázali výpočet determi-

nantu 3. řádu rozvojem podle libovolné jeho řady (vhodného řádku či vhodného sloupce). Tyto vztahy

platı́ i pro determinanty vyššı́ch řádů.

Hodnotu determinantů vyššı́ch řádů určı́me analogicky se vztahy (2) a (3).

3.1. Stanovení determinantu k. řádu rozvojem

D = (−1) 𝑎 ⋅ D rozvoj podle řádku i (4)

D = (−1) 𝑎 ⋅ D rozvoj podle sloupce j (5)

Oproti vztahům (2) a (3) došlo k jediné změně. Hornı́ mez symbolu suma nenı́ čı́slo TRI ale konstanta

k , která je řádem determinantu.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Cvičení

Určete hodnotu determinantu rozvojem podle nějakého řádku⟹ vzorec (4).

Tedy řádkový index i bude pevně dán a sloupcový index j se bude měnit.

2 −1 0 3

1 8 1 1

−4 −3 0 −1

−1 −2 0 5

= ∑
∀

(−1) ⋅ 𝑎 ; ⋅ D ; = ∑ (−1) ⋅ 𝑎 ; ⋅ D ;
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Cvičení

Determinant rozvineme /vzorec (4)/ podle 4. řádku ⟹ řádkový index i se tedy rovná 4

a sloupcový index j nabývá postupně hodnot 1, 2, 3, 4.

2 −1 0 3

1 8 1 1

−4 −3 0 −1

−1 −2 0 5

= 1. sčı́tanec: (−1) ⋅ 𝑎 ; ⋅ D ; ⟸ 4. řádek / 1. sloupec

= (−1) ⋅ (−1) ⋅

−1 0 3

8 1 1

−3 0 −1

+ (−1) ⋅ (−2) ⋅

2 0 3

1 1 1

−4 0 −1

+ (−1) ⋅ (0) ⋅

2 −1 3

1 8 1

−4 −3 −1

+

+(−1) ⋅ (5) ⋅

2 −1 0

1 8 1

−4 −3 0

=

= (1)⋅[+(−1)⋅(1)⋅(−1)+ (8)⋅(0)⋅(3)+ (−3)⋅(0)⋅(1)− (3)⋅(1)⋅(−3)− (1)⋅(0)⋅(−1)− (−1)⋅(0)⋅(8) ]+

+(−2)⋅[+(2)⋅(1)⋅(−1) + (1)⋅(0)⋅(3) + (−4)⋅(0)⋅(1) − (3)⋅(1)⋅(−4) − (1)⋅(0)⋅(2) − (−1)⋅(0)⋅(1) ]+

+0+(5)⋅[+(2)⋅(8)⋅(0)+(1)⋅(−3)⋅(0)+(−4)⋅(−1)⋅(1)−(0)⋅(8)⋅(−4)−(1)⋅(−3)⋅(2)−(0)⋅(−1)⋅(1) ] =

= (1)⋅(+1 + 0 − 0 + 9 + 0 + 0) + (−2)⋅(−2 + 0 − 0 + 12 − 0 + 0) + (5)⋅(+0 − 0 + 4 + 0 + 6 + 0) =

= 1⋅(10) − 2⋅(10) + 5⋅(10) = 10 − 20 + 50 = 40

Vidıḿe, že v pořadı́ třetı́ subdeterminant jsme vůbec nemuseli sestavovat a vyčı́slovat, protože prvek

𝑎 ; = 0 a tı́m pádem celý součin je také roven NULE.

Proto je nejvýhodnějšı́, zvolit si rozvoj podle toho řádku či sloupce, který obsahuje nejvı́ce nul. V tomto

přı́padě počıt́at rozvoj podle třetı́ho sloupce (viz dalšı́ strana).



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Cvičení

Determinant rozvineme /vzorec (4)/ podle 4. řádku ⟹ řádkový index i se tedy rovná 4

a sloupcový index j nabývá postupně hodnot 1, 2, 3, 4.

2 −1 0 3

1 8 1 1

−4 −3 0 −1

−1 −2 0 5

= 2. sčı́tanec: (−1) ⋅ 𝑎 ; ⋅ D ; ⟸ 4. řádek / 2. sloupec

= (−1) ⋅ (−1) ⋅

−1 0 3

8 1 1

−3 0 −1

+ (−1) ⋅ (−2) ⋅

2 0 3

1 1 1

−4 0 −1

+ (−1) ⋅ (0) ⋅

2 −1 3

1 8 1

−4 −3 −1

+

+(−1) ⋅ (5) ⋅

2 −1 0

1 8 1

−4 −3 0

=

= (1)⋅[+(−1)⋅(1)⋅(−1)+ (8)⋅(0)⋅(3)+ (−3)⋅(0)⋅(1)− (3)⋅(1)⋅(−3)− (1)⋅(0)⋅(−1)− (−1)⋅(0)⋅(8) ]+

+(−2)⋅[+(2)⋅(1)⋅(−1) + (1)⋅(0)⋅(3) + (−4)⋅(0)⋅(1) − (3)⋅(1)⋅(−4) − (1)⋅(0)⋅(2) − (−1)⋅(0)⋅(1) ]+

+0+(5)⋅[+(2)⋅(8)⋅(0)+(1)⋅(−3)⋅(0)+(−4)⋅(−1)⋅(1)−(0)⋅(8)⋅(−4)−(1)⋅(−3)⋅(2)−(0)⋅(−1)⋅(1) ] =

= (1)⋅(+1 + 0 − 0 + 9 + 0 + 0) + (−2)⋅(−2 + 0 − 0 + 12 − 0 + 0) + (5)⋅(+0 − 0 + 4 + 0 + 6 + 0) =

= 1⋅(10) − 2⋅(10) + 5⋅(10) = 10 − 20 + 50 = 40

Vidıḿe, že v pořadı́ třetı́ subdeterminant jsme vůbec nemuseli sestavovat a vyčı́slovat, protože prvek

𝑎 ; = 0 a tı́m pádem celý součin je také roven NULE.

Proto je nejvýhodnějšı́, zvolit si rozvoj podle toho řádku či sloupce, který obsahuje nejvı́ce nul. V tomto

přı́padě počıt́at rozvoj podle třetı́ho sloupce (viz dalšı́ strana).
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Cvičení

Determinant rozvineme /vzorec (4)/ podle 4. řádku ⟹ řádkový index i se tedy rovná 4

a sloupcový index j nabývá postupně hodnot 1, 2, 3, 4.

2 −1 0 3

1 8 1 1

−4 −3 0 −1

−1 −2 0 5

= 3. sčı́tanec: (−1) ⋅ 𝑎 ; ⋅ D ; ⟸ 4. řádek / 3. sloupec

= (−1) ⋅ (−1) ⋅

−1 0 3

8 1 1

−3 0 −1

+ (−1) ⋅ (−2) ⋅

2 0 3

1 1 1

−4 0 −1

+ (−1) ⋅ (0) ⋅

2 −1 3

1 8 1

−4 −3 −1

+

+(−1) ⋅ (5) ⋅

2 −1 0

1 8 1

−4 −3 0

=

= (1)⋅[+(−1)⋅(1)⋅(−1)+ (8)⋅(0)⋅(3)+ (−3)⋅(0)⋅(1)− (3)⋅(1)⋅(−3)− (1)⋅(0)⋅(−1)− (−1)⋅(0)⋅(8) ]+

+(−2)⋅[+(2)⋅(1)⋅(−1) + (1)⋅(0)⋅(3) + (−4)⋅(0)⋅(1) − (3)⋅(1)⋅(−4) − (1)⋅(0)⋅(2) − (−1)⋅(0)⋅(1) ]+

+0+(5)⋅[+(2)⋅(8)⋅(0)+(1)⋅(−3)⋅(0)+(−4)⋅(−1)⋅(1)−(0)⋅(8)⋅(−4)−(1)⋅(−3)⋅(2)−(0)⋅(−1)⋅(1) ] =

= (1)⋅(+1 + 0 − 0 + 9 + 0 + 0) + (−2)⋅(−2 + 0 − 0 + 12 − 0 + 0) + (5)⋅(+0 − 0 + 4 + 0 + 6 + 0) =

= 1⋅(10) − 2⋅(10) + 5⋅(10) = 10 − 20 + 50 = 40

Vidıḿe, že v pořadı́ třetı́ subdeterminant jsme vůbec nemuseli sestavovat a vyčı́slovat, protože prvek

𝑎 ; = 0 a tı́m pádem celý součin je také roven NULE.

Proto je nejvýhodnějšı́, zvolit si rozvoj podle toho řádku či sloupce, který obsahuje nejvı́ce nul. V tomto

přı́padě počıt́at rozvoj podle třetı́ho sloupce (viz dalšı́ strana).
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Cvičení

Determinant rozvineme /vzorec (4)/ podle 4. řádku ⟹ řádkový index i se tedy rovná 4

a sloupcový index j nabývá postupně hodnot 1, 2, 3, 4.

2 −1 0 3

1 8 1 1

−4 −3 0 −1

−1 −2 0 5

= 4. sčı́tanec: (−1) ⋅ 𝑎 ; ⋅ D ; ⟸ 4. řádek / 4. sloupec

= (−1) ⋅ (−1) ⋅

−1 0 3

8 1 1

−3 0 −1

+ (−1) ⋅ (−2) ⋅

2 0 3

1 1 1

−4 0 −1

+ (−1) ⋅ (0) ⋅

2 −1 3

1 8 1

−4 −3 −1

+

+(−1) ⋅ (5) ⋅

2 −1 0

1 8 1

−4 −3 0

=

= (1)⋅[+(−1)⋅(1)⋅(−1)+ (8)⋅(0)⋅(3)+ (−3)⋅(0)⋅(1)− (3)⋅(1)⋅(−3)− (1)⋅(0)⋅(−1)− (−1)⋅(0)⋅(8) ]+

+(−2)⋅[+(2)⋅(1)⋅(−1) + (1)⋅(0)⋅(3) + (−4)⋅(0)⋅(1) − (3)⋅(1)⋅(−4) − (1)⋅(0)⋅(2) − (−1)⋅(0)⋅(1) ]+

+0+(5)⋅[+(2)⋅(8)⋅(0)+(1)⋅(−3)⋅(0)+(−4)⋅(−1)⋅(1)−(0)⋅(8)⋅(−4)−(1)⋅(−3)⋅(2)−(0)⋅(−1)⋅(1) ] =

= (1)⋅(+1 + 0 − 0 + 9 + 0 + 0) + (−2)⋅(−2 + 0 − 0 + 12 − 0 + 0) + (5)⋅(+0 − 0 + 4 + 0 + 6 + 0) =

= 1⋅(10) − 2⋅(10) + 5⋅(10) = 10 − 20 + 50 = 40

Vidıḿe, že v pořadı́ třetı́ subdeterminant jsme vůbec nemuseli sestavovat a vyčı́slovat, protože prvek

𝑎 ; = 0 a tı́m pádem celý součin je také roven NULE.

Proto je nejvýhodnějšı́, zvolit si rozvoj podle toho řádku či sloupce, který obsahuje nejvı́ce nul. V tomto

přı́padě počıt́at rozvoj podle třetı́ho sloupce (viz dalšı́ strana).
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Cvičení

Determinant rozvineme /vzorec (4)/ podle 4. řádku ⟹ řádkový index i se tedy rovná 4

a sloupcový index j nabývá postupně hodnot 1, 2, 3, 4.

2 −1 0 3

1 8 1 1

−4 −3 0 −1

−1 −2 0 5

= 5. sčı́tanec: (−1) ⋅ 𝑎 ; ⋅ D ; ⟸ 4. řádek / 5. sloupec

= (−1) ⋅ (−1) ⋅

−1 0 3

8 1 1

−3 0 −1

+ (−1) ⋅ (−2) ⋅

2 0 3

1 1 1

−4 0 −1

+ (−1) ⋅ (0) ⋅

2 −1 3

1 8 1

−4 −3 −1

+

+(−1) ⋅ (5) ⋅

2 −1 0

1 8 1

−4 −3 0

=

= (1)⋅[+(−1)⋅(1)⋅(−1)+ (8)⋅(0)⋅(3)+ (−3)⋅(0)⋅(1)− (3)⋅(1)⋅(−3)− (1)⋅(0)⋅(−1)− (−1)⋅(0)⋅(8) ]+

+(−2)⋅[+(2)⋅(1)⋅(−1) + (1)⋅(0)⋅(3) + (−4)⋅(0)⋅(1) − (3)⋅(1)⋅(−4) − (1)⋅(0)⋅(2) − (−1)⋅(0)⋅(1) ]+

+0+(5)⋅[+(2)⋅(8)⋅(0)+(1)⋅(−3)⋅(0)+(−4)⋅(−1)⋅(1)−(0)⋅(8)⋅(−4)−(1)⋅(−3)⋅(2)−(0)⋅(−1)⋅(1) ] =

= (1)⋅(+1 + 0 − 0 + 9 + 0 + 0) + (−2)⋅(−2 + 0 − 0 + 12 − 0 + 0) + (5)⋅(+0 − 0 + 4 + 0 + 6 + 0) =

= 1⋅(10) − 2⋅(10) + 5⋅(10) = 10 − 20 + 50 = 40

Vidıḿe, že v pořadı́ třetı́ subdeterminant jsme vůbec nemuseli sestavovat a vyčı́slovat, protože prvek

𝑎 ; = 0 a tı́m pádem celý součin je také roven NULE.

Proto je nejvýhodnějšı́, zvolit si rozvoj podle toho řádku či sloupce, který obsahuje nejvı́ce nul. V tomto

přı́padě počıt́at rozvoj podle třetı́ho sloupce (viz dalšı́ strana).
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Cvičení

Určete hodnotu determinantu rozvojem podle 3. sloupce

2 −1 0 3

1 8 1 1

−4 −3 0 −1

−1 −2 0 5

= 0+(−1) ⋅(1)⋅

2 −1 3

−4 −3 −1

−1 −2 5

+0+0 = (−1)⋅(−30+24−1−9−4−20) = 40
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Cvičení

Určete determinant D =

6 28 33 8 25

10 40 54 13 32

3 13 17 4 11

12 48 65 16 43

8 37 46 11 39

Řešení: daný determinant rozvineme napřı́klad podle 1. sloupce.

D = 6 ⋅ D − 10 ⋅ D + 3 ⋅ D − 12 ⋅ D + 8 ⋅ D (6)

kde

D =

40 54 13 32

13 17 4 11

48 65 16 43

37 46 11 39

=

= 40 ⋅

𝒜

17 4 11

65 16 43

46 11 39

− 13 ⋅

ℬ

54 13 32

65 16 43

46 11 39

+ 48 ⋅

𝒞

54 13 32

17 4 11

46 11 39

− 37 ⋅

𝒟

54 13 32

17 4 11

65 16 43

=

= 40 ⋅ 𝒜 − 13 ⋅ ℬ + 48 ⋅ 𝒞 − 37 ⋅ 𝒟 = 40 ⋅ 108 − 13 ⋅ 241 + 48 ⋅ (−55) − 37 ⋅ (−40) = 27
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

D =

28 33 8 25

13 17 4 11

48 65 16 43

37 46 11 39

=

= 28 ⋅

𝒜

17 4 11

65 16 43

46 11 39

− 13 ⋅

ℰ

33 8 25

65 16 43

46 11 39

+ 48 ⋅

ℱ

33 8 25

17 4 11

46 11 39

− 37 ⋅

𝒢

33 8 25

17 4 11

65 16 43

=

= 28 ⋅ 𝒜 − 13 ⋅ ℰ + 48 ⋅ ℱ − 37 ⋅ 𝒢 = 28 ⋅ 108 − 13 ⋅ 2 + 48 ⋅ (−26) − 37 ⋅ 40 = 270

D =

28 33 8 25

40 54 13 32

48 65 16 43

37 46 11 39

=

= 28 ⋅

ℬ

54 13 32

65 16 43

46 11 39

− 40 ⋅

ℰ

33 8 25

65 16 43

46 11 39

+ 48 ⋅

ℋ

33 8 25

54 13 32

46 11 39

− 37 ⋅

ℐ

33 8 25

54 13 32

65 16 43

=

= 28 ⋅ ℬ − 40 ⋅ ℰ + 48 ⋅ ℋ − 37 ⋅ ℐ = 28 ⋅ 241 − 40 ⋅ 2 + 48 ⋅ (−57) − 37 ⋅ 90 = 602
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

D =

28 33 8 25

40 54 13 32

13 17 4 11

37 46 11 39

=

= 28 ⋅

𝒞

54 13 32

17 4 11

46 11 39

− 40 ⋅

ℱ

33 8 25

17 4 11

46 11 39

+ 13 ⋅

ℋ

33 8 25

54 13 32

46 11 39

− 37 ⋅

𝒥

33 8 25

54 13 32

17 4 11

=

= 28 ⋅ 𝒞 − 40 ⋅ ℱ + 13 ⋅ℋ −37 ⋅ 𝒥 = 28 ⋅ (−55) − 40 ⋅ (−26) + 13 ⋅ (−57) − 37 ⋅ (−30) = −131

D =

28 33 8 25

40 54 13 32

13 17 4 11

48 65 16 43

=

= 28 ⋅

𝒟

54 13 32

17 4 11

65 16 43

− 40 ⋅

𝒢

33 8 25

17 4 11

65 16 43

+ 13 ⋅

ℐ

33 8 25

54 13 32

65 16 43

− 48 ⋅

𝒥

33 8 25

54 13 32

17 4 11

=

= 28 ⋅ 𝒟 − 40 ⋅ 𝒢 + 13 ⋅ ℐ − 48 ⋅ 𝒥 = 28 ⋅ (−40) − 40 ⋅ 40 + 13 ⋅ 90 − 48 ⋅ (−30) = −110

a po dosazenı́ do (6) dostaneme:

D = 6 ⋅ 27 − 10 ⋅ 270 + 3 ⋅ 602 − 12 ⋅ (−131) + 8 ⋅ (−110) = −40
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Vidıḿe, že vyčı́slenı́ determinantu 5. řádu nenı́ zrovna jednoduché; vede na pět determinantů 4. řádu a

každý determinant 4. řádu vede na čtyři determinanty 3. řádu. Celkem musı́me určit 10 determinantů

3. řádu, protože každý z determinantů 3. řádů se vyskytuje při výpočtu dvou různých determinantů

4. řádu, jak bylo ukázáno v předchozı́m přı́kladu. Napřı́klad subdeterminant ℱ byl použit při výpočtu

subdeterminantu D i subdeterminantu D .

Proto je výhodné použı́t některých operacı́ s determinanty, které neměnı́ jejich hodnotu 4 a pokud

možno zjednodušujı́ vyčı́slenı́ determinantů.

3.2. Úpravy determinantů

Za všechny jmenujme alespoň tuto nejpoužıv́anějšı́.

Determinant se nezmění, přičteme-li k jedné jeho řadě libovolnýnenulovýnásobek řady s nı́ rov-

noběžné.

Nynı́ si pomocı́ této vlastnosti zkusme znovu spočı́tat předchozı́ přı́klad.

Určete determinant D =

6 28 33 8 25

10 40 54 13 32

3 13 17 4 11

12 48 65 16 43

8 37 46 11 39

4 Přıṕadně pouze měnı́ znaménko determinantu, či umožňujı́ za určitých podmı́nek vytknout výraz před determinant.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Řešení: prováděné úpravy budeme značit ZA a NAD determinantem, kdy řı́mské čı́slice označujı́ přı-́

slušnou řadu (řádek či sloupec).

D =

6 28 33 8 25

10 40 54 13 32

3 13 17 4 11

12 48 65 16 43

8 37 46 11 39

𝑖𝑖 + (−3).𝑖𝑖𝑖

=

𝑖𝑖 − 𝑖 𝑖𝑣 − 𝑖

6 28 33 8 25

1 1 3 1 −1

3 13 17 4 11

12 48 65 16 43

8 37 46 11 39

𝑖 𝑖𝑖𝑖 − 3𝑖 𝑣 + 𝑖

=

=

6 22 15 2 31

1 0 0 0 0

3 10 8 1 14

12 36 29 4 55

8 29 22 3 47

rozvoj 2.ř.
= (−1) ⋅ 1 ⋅

22 15 2 31

10 8 1 14

36 29 4 55

29 22 3 47

𝑖 − 2𝑖𝑖

𝑖𝑖

𝑖𝑖𝑖 − 4𝑖𝑖

𝑖𝑣 − 3𝑖𝑖

=

= (−1) ⋅

2 −1 0 3

10 8 1 14

−4 −3 0 −1

−1 −2 0 5

rozvoj 3.s.
= (−1) ⋅ (−1) ⋅ 1 ⋅

2 −1 3

−4 −3 −1

−1 −2 5

=

= 2 ⋅ (−3) ⋅ 5 + (−1) ⋅ (−1) ⋅ (−1) + 3 ⋅ (−4) ⋅ (−2) − 3 ⋅ (−3) ⋅ (−1) − 2 ⋅ (−1) ⋅ (−2) −

− (−1) ⋅ (−4) ⋅ 5 = −30 − 1 + 24 − 9 − 4 − 20 = −40

Je zřejmé, že tento postup je mnohemméně pracný, než předchozı́.
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(horní) Trojúhelníkový tvar determinantu ⟸ pod hlavní diagonálou jsou pouze NULY!

Všechny ostatnı́ prvky mohou být naprosto libovolné.

1 2 3 4

0 5 6 7

0 0 8 9

0 0 0 10

= (−1) ⋅ 1 ⋅

5 6 7

0 8 9

0 0 10

+ 0+ 0+ 0 = [1] ⋅ (−1) ⋅ 5 ⋅
8 9

0 10
+ 0+ 0 =

Hlavnı́ diagonála: 𝑎 ; , 𝑎 ; , 𝑎 ; , … , 𝑎 ;

Vedlejšı́ diagonála

Hodnotu determinantu 4. řádu určı́me rozvojem podle 1. sloupce ⟸ má nejvıće nul

(nebo můžeme počı́tat rozvojem podle 4. řádku – má také hodně nul).

Hodnotu determinantu 3. řádu určı́me opět rozvojem opět podle 1. sloupce (nebo 3. řádku).

Hodnotu determinantu 2. řádu určı́me křížovým pravidlem.

= [1] ⋅ [5] ⋅ [8 ⋅ 10 − 9 ⋅ 0] =
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= [1] ⋅ [5] ⋅ [8 ⋅ 10 − 9 ⋅ 0] =



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit
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Hodnotu determinantu 4. řádu určı́me rozvojem podle 1. sloupce ⟸ má nejvıće nul
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Hlavnı́ diagonála: 𝑎 ; , 𝑎 ; , 𝑎 ; , … , 𝑎 ;
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(nebo můžeme počı́tat rozvojem podle 4. řádku – má také hodně nul).
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= [1] ⋅ [5] ⋅ [8 ⋅ 10 − 9 ⋅ 0] = [1] ⋅ [5] ⋅ [8 ⋅ 10] = 1 ⋅ 5 ⋅ 8 ⋅ 10

Hodnotu determinantu (ve schodovitém tvaru),

který má pod hlavní diagonálou pouze nuly,

vypočteme jako součin prvků stojících v hlavní diagonále.
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4. Matice

Matice typu (m,n) je uspořádaná soustava 𝑚 × 𝑛 členů zapsaných ve tvaru tabulky do

m řádků a n sloupců. Obecně jde o prvky zapsané do obdélnı́kového schématu.

Značı́me ji

A(𝑚, 𝑛) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎 ; 𝑎 ; … 𝑎 ; … 𝑎 ;

𝑎 ; 𝑎 ; … 𝑎 ; … 𝑎 ;

⋮

𝑎 ; 𝑎 ; … 𝑎 ; … 𝑎 ;

⋮

𝑎 ; 𝑎 ; … 𝑎 ; … 𝑎 ;

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(7)

Cıśla a ; nazýváme prvkymatice A, i nazýváme řádkovým indexem, j nazýváme sloup-

covým indexem.

Spojnice prvků s týmž řádkovým indexem, tedy 𝑎 ; , 𝑎 ; , 𝑎 ; , … , 𝑎 ; kde 𝑟 = min(𝑚, 𝑛) na-

zýváme hlavní úhlopříčkou (diagonálou)matice A 5.

Někdy se pro matici A(𝑎 ; ) typu (𝑚, 𝑛) použıv́á i označenı́ A(𝑎 ; ) nebo jenom (𝑎 ; ) ,

přı́padně pouze A .

Pojem matice lze de inovat i pro prvky jiného charakteru, než jsou čı́sla. Jsou-li však

a čı́sla, hovořı́me o číselné matici. A to buď reálné matici nebo komplexnı́ matici podle toho, je-

li 𝑎 ∈ ℛ nebo 𝑎 ∈ 𝒦 . Dále se budeme zabývat jen reálnými maticemi.

5 Uhlopřı́čka ve vlastnı́m slova smyslu je to ovšem jen při .
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4.1. Speciální typy matic

Čtvercová matice řádu n má stejný počet řádků a sloupců.

Napřı́klad matice
1 2

4 5
je čtvercová.

Pokud je𝑚 ≠ 𝑛, hovořı́me o obdélníkovématici, nebo jen o matici.

Řádková matice typu (1, 𝑛) je tvořena pouze jednı́m řádkem.

Napřı́klad řádková matice [ 1 2 ] je typu (1, 2).

Sloupcová matice typu (𝑚, 1) je tvořena pouze jednı́m sloupcem.

Napřı́klad matice
𝑥

𝑦
a matice

3

6
jsou sloupcové matice typu (2, 1).
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Nulová matice 0 má všechny prvky rovny nule. 0 =

⎡
⎢
⎢
⎣

0 0 … 0

0 0 … 0

⋮

0 0 … 0

⎤
⎥
⎥
⎦

Jednotková matice E je čtvercová matice, která má

v hlavní úhlopříčce (diagonále) pouze jedničky amimo ni nuly. E =

⎡
⎢
⎢
⎣

1 0 … 0

0 1 … 0

⋱

0 0 … 1

⎤
⎥
⎥
⎦

Transponovaná matice A kmatici A vznikne tak, když řádkymatice A napı́šeme

do sloupců matice A .

Napřı́klad prvnı́ matice
1 2 3

4 5 6
=

1 4

2 5

3 6

je transponovaná vzhledem ke druhé matici.

Stejně tak platı́:
1 2 3

4 5 6
=

1 4

2 5

3 6

Je zřejmé, že (A ) = A .

Rıḱáme, že jedna matice vznikla vznikla transpozicı́ matice druhé.
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Matice ve schodovitém (stupňovém, trojúhelníkovém) tvaru má vždy pod prvnıḿ

nenulovým prvkem (bráno zleva) v daném sloupci a všech předchozıćh samé nuly.

Napřı́klad

⎡
⎢
⎢
⎣

0 1 2 3 4

0 0 0 5 6

0 0 0 0 7

0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎦

je matice ve schodovitém tvaru.

Regulární matice A je čtvercová matice řádu n taková, že determinant k nı́ přiřazený

(det A) je různý od nuly ⟹ detA ≠ 0.

Matice, která má přiřazený determinant roven nule, se nazývá singulární.

4.2. Hodnost matice

Hodnost matice je počet nenulových řádků (tj. řádků, ve který se vyskytuje alespoň jeden prvek

různý od nuly) matice ve schodovitém tvaru.

Tedy následujı́cı́ matice má hodnost: ℎ

⎡
⎢
⎢
⎣

0 1 2 3 4

0 0 0 5 6

0 0 0 0 7

0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎦

= 3 .

Což pro matici A

zapisujeme jako ℎ (A) = 3

nebo jenom ℎA = 3 .
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Ekvivalentní operace s maticemi jsou takové, při kterých se neměnı́ hodnost matice.

Ekvivalentnı́ operace s maticemi nazýváme též Elementární úpravy matice.

Jsou analogické s úpravami prováděnými při řešenı́ soustavy rovnic sčı́tacı́ (součtovou) metodou.

Hodnost matice se nemění:

1. vyměnıḿe-li v matici řádky za sloupce⟹ transponovánı́ matice;

2. vyměnıḿe-li navzájem dva řádky,

vyměníme-li navzájem dva sloupce;

3. vynásobı́me-li kterýkoliv řádek nenulovým čıślem 𝑘 ≠ 0 ,

vynásobíme-li kterýkoliv sloupec nenulovým číslem 𝑘 ≠ 0 ;

4. přičteme-li nenulový k–násobek (𝑘 ≠ 0) libovolného řádku k jinému řádku,

přičteme-li nenulový k–násobek (𝑘 ≠ 0) libovolného sloupce k jinému sloupci;

5. přidáme-li nový řádek, který je nenulovým násobkem libovolného řádku,

přidáme-li nový sloupec, který je nenulovým násobkem libovolného sloupce;

6. vynecháme-li řádek, který je nenulovým násobkem libovolného řádku,

vynecháme-li sloupec, který je nenulovým násobkem libovolného sloupce;

Provedeme-li s maticı́ A libovolnou ekvivalentnı́ (elementárnı́) úpravu, dostaneme novoumatici

B , což zapı́šeme A ∼ B .
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Přičıt́ánı́ nenulového násobku libovolného řádku k jinému řádkumůžeme zobecnit následujı́cı́m způ-

sobem. Vezmeme nenulové násobky libovolných řádků (každý řádek může být násoben jiným nenulovým

číslem). Jejich součet, který nazýváme lineární kombinací těchto řádků vytvoří nový řádek, který teprve

přičteme k jinému řádku.

Ve smyslu předchozı́ho zobecněnı́, můžeme některé z uvedených elementárnıćh operacı́ rozšı́řit

následovně:

4. přičteme-li k libovolnému řádku lineárnı́ kombinaci ostatnı́ch řádků,

přičteme-li k libovolnému sloupci lineární kombinaci ostatních sloupců;

5. přidáme-li nový řádek, který je lineárnı́ kombinacı́ libovolných řádků,

přidáme-li nový sloupec, který je lineární kombinací libovolných sloupců;

6. vynecháme-li řádek, který je lineárnı́ kombinacı́ ostatnı́ch řádků,

vynecháme-li sloupec, který je lineární kombinací ostatních sloupců;

Při určovánı́ hodnosti matice A postupujeme tak, že matici A za použitı́ elementárnıćh

úprav s řádky převedeme na matici B (A ∼ B) , která je ve stupňovém (schodovitém) tvaru.

Vypustı́me řádky obsahujı́cı́ samé nuly a počet zbylých řádků pak odpovı́dá hodnosti matice A.

1. pozn. Na řádky se dobrovolně omezı́me pouze z důvodů analogie řešenı́ soustavy lineárnıćh rovnic

sčıt́acı́ (součtovou) metodou. Při určovánı́ hodnosti matice můžeme samozřejmě pracovat i s jejı́-

mi sloupci, což ale přinášı́ zvýšené riziko zavlečenı́ chyb při výpočtu.
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2. pozn. Zobecněnı́ na lineárnı́ kombinace lze nahradit několika postupnými kroky, kdybudemenásobit

pouze jediný řádek.

Pro většı́ přehlednost na pravé straně matice budeme zaznamenávat prováděné operace, kdy řı́m-

ské čı́slice označujı́ přı́slušný řádek. Zápis 𝑖𝑖 + (−2).𝑖 potom znamená, že od druhého (𝑖𝑖) řádku

odečteme dvojnásobek (−2) prvnı́ho (𝑖) řádku.

Cvičení

1. Vypočtěte hodnost matice A =

⎡
⎢
⎢
⎣

1 1 3 1

2 1 4 3

1 2 5 0

5 4 13 6

⎤
⎥
⎥
⎦

Řešení:

⎡
⎢
⎢
⎣

1 1 3 1

2 1 4 3

1 2 5 0

5 4 13 6

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖𝑖 + (−2).𝑖

𝑖𝑖𝑖 + (−1).𝑖

𝑖𝑣 + (−5).𝑖

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 1 3 1

0 −1 −2 1

0 1 2 −1

0 −1 −2 1

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖

𝑖𝑣 + (−1).𝑖𝑖

∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 1 3 1

0 −1 −2 1

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎦

∼
1 1 3 1

0 −1 −2 1
⟹ ℎ(A) = 2.
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2. Stanovte hodnost matice B =

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3 2 0 5

2 6 9 7 12

−2 −5 2 4 5

1 4 8 4 20

⎤
⎥
⎥
⎦

Řešení:

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3 2 0 5

2 6 9 7 12

−2 −5 2 4 5

1 4 8 4 20

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖𝑖 + (−2).𝑖

𝑖𝑖𝑖 + 2.𝑖

𝑖𝑣 + (−1).𝑖

∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3 2 0 5

0 0 5 7 2

0 1 6 4 15

0 1 6 4 15

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑖

𝑖𝑣 + (−1).𝑖𝑖𝑖

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3 2 0 5

0 1 6 4 15

0 0 5 7 2

0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎦

∼

∼

1 3 2 0 5

0 1 1 4 15

0 0 5 7 2

⟹ ℎ(B) = 3.

Přı́padně můžeme použı́t také následujı́cı́ naznačenı́ prováděných operacı́:

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3 2 0 5

2 6 9 7 12

−2 −5 2 4 5

1 4 8 4 20

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖𝑖 + (−2).𝑖

𝑖𝑖𝑖 + 2.𝑖

𝑖𝑣 + (−1).𝑖

⟺

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3 2 0 5

2 6 9 7 12

−2 −5 2 4 5

1 4 8 4 20

⎤
⎥
⎥
⎦

(−2) (2) (−1)
⌋ | |

⌋ |
⌋
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3. Určete hodnost matice C =

⎡
⎢
⎢
⎣

2 − 1 − 1 3 1

4 −2 −1 1 5

6 −3 −1 −1 9

2 −1 2 −12 10

⎤
⎥
⎥
⎦

Řešení:

⎡
⎢
⎢
⎣

2 − 1 − 1 3 1

4 −2 −1 1 5

6 −3 −1 −1 9

2 −1 2 −12 10

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖𝑖 + (−2).𝑖

𝑖𝑖𝑖 + (−3).𝑖

𝑖𝑣 + (−1).𝑖

∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

2 − 1 − 1 3 1

0 0 1 −5 3

0 0 2 −10 6

0 0 3 −15 9

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖𝑖𝑖 + (−2).𝑖𝑖

𝑖𝑣 + (−3).𝑖𝑖

∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

2 −1 −1 3 1

0 0 1 −5 3

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎦

∼
2 −1 −1 3 1

0 0 1 −5 3
⟹ ℎ(C) = 2.
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4. Určete hodnost matice D =

2 −3 16 1

1 6 −2 3

1 3 2 2

Řešení:

2 −3 16 1

1 6 −2 3

1 3 2 2

𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑖

𝑖

∼

1 3 2 2

1 6 −2 3

2 −3 16 1

𝑖𝑖 + (−1).𝑖

𝑖𝑖𝑖 + (−2).𝑖

∼

∼

1 3 2 2

0 3 −4 1

0 −9 12 −3 𝑖𝑖𝑖 + 3.𝑖𝑖

∼

1 3 2 2

0 3 −4 1

0 0 0 0

∼

∼
1 3 2 2

0 3 −4 1
⟹ ℎ(D) = 2.

5. Určete hodnost matice A =

⎡
⎢
⎢
⎣

1 6 7 1 4

3 5 11 1 6

12 5 3 1 4

15 25 10 5 30

⎤
⎥
⎥
⎦

Řešení:

⎡
⎢
⎢
⎣

1 6 7 1 4

3 5 11 1 6

12 5 3 1 4

15 25 10 5 30

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖𝑖 + (−3).𝑖

𝑖𝑖𝑖 + (−4).𝑖𝑖

𝑖𝑣 + (−5).𝑖𝑖

∼
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∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 6 7 1 4

0 −13 −10 −2 −6

0 −15 −41 −3 −20

0 0 −45 0 0

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖𝑖 + (−1).𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑣 ∶ (−45)

∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 6 7 1 4

0 2 31 1 14

0 −15 −41 −3 −20

0 0 1 0 0

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖𝑖 + (−30).𝑖𝑣
∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 6 7 1 4

0 2 1 1 14

0 −15 −41 −3 −20

0 0 1 0 0

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖𝑖𝑖 + 8.𝑖𝑖
∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 6 7 1 4

0 2 1 1 14

0 1 −33 5 92

0 0 1 0 0

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑣

𝑖𝑖 + (−2).𝑖𝑖𝑖

∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 6 7 1 4

0 1 −33 5 92

0 0 1 0 0

0 0 67 −9 −170

⎤
⎥
⎥
⎦ 𝑖𝑣 + (−67).𝑖𝑖𝑖

∼
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∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 6 7 1 4

0 1 −33 5 92

0 0 1 0 0

0 0 0 −9 −170

⎤
⎥
⎥
⎦

⟹ ℎ (A) = 4.

6. Určete hodnost matice B =

1 3 1

0 1 2

1 5 𝜆

Řešení:

1 3 1

0 1 2

1 5 𝜆 𝑖𝑖𝑖 + (−1).𝑖

∼

1 3 1

0 1 2

0 2 𝜆 − 1 𝑖𝑖𝑖 + (−2).𝑖𝑖

∼

∼

1 3 1

0 1 2

0 0 𝜆 − 5

⟹
𝜆 = 5 ⇒ ℎ (B) = 2

𝜆 ≠ 5 ⇒ ℎ (B) = 3
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5. Operace s maticemi

Podobně jako s čı́sly zavádı́me i s maticemi početnı́ operace s přı́slušnými pravidly.

Rovnost matic: A = B Dvě matice A = (𝑎 , ) , B = (𝑏 , ) téhož typu (𝑚, 𝑛)

jsou si rovny (pı́šeme A = B), právě když platı́: 𝑎 , = 𝑏 , , 𝑖 = 1, 2, … ,𝑚 ; 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛 ,

nebo-li 𝑎 , = 𝑏 , ; ∀ 𝑖, 𝑗.

Symbol ∀𝑖, 𝑗 čteme pro každé i, j.

Z této de inice a ze známých vlastnostı́ reálných čı́sel vyplývajı́ tyto vlastnosti 6 rovnosti matic:

1. A = A re lexivnost

2. A = B⇒ B = A symetrie

3. A = B ∧ B = C ⇒ A = C tranzitivnost

Každá rovnostmezimaticemi je stručnýmzápisemprávě jedné soustavy rovnostı́ mezi přı́slušnými

prvky (čıśly). Napřı́klad:

𝑥

𝑥

𝑥

=

1 + 𝑡

𝑡

3 − 4𝑡

⟺

𝑥 = 1 + 𝑡

𝑥 = 𝑡

𝑥 = 3 − 4𝑡

6 Relace, která je re lexivnı́, symetrická a tranzitivnı́, se nazývá ekvivalence.
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Součin matice s číslem: k . A je matice stejného typu jako násobená matice, jejı́ž všechny

prvky jsou tı́mto čı́slem násobeny.

Napřı́klad

(−2) ⋅
1 −3 6

2 1 0
=

(−2) ⋅ 1 (−2) ⋅ (−3) (−2) ⋅ 6

(−2) ⋅ 2 (−2) ⋅ 1 (−2) ⋅ 0
=

−2 6 −12

−4 −2 0

Součet a rozdíl matic: A + B , A− B . Součtemmatic A = (𝑎 , ) , B = (𝑏 , ) téhož

typu (𝑚, 𝑛) rozumı́me matici C = (𝑐 , ) stejného typu, jejı́ž prvky jsou:

𝑐 , = 𝑎 , + 𝑏 , , ∀𝑖, 𝑗 (pıš́eme: C = A + B ).

Analogicky rozdílem matic A a B téhož typu rozumı́me matici C = A − B , pro kterou

platı́: 𝑐 , = 𝑎 , −𝑏 , , ∀𝑖, 𝑗 . Jinak řečeno: rozdı́l dvoumatic určı́me jako součet těchtomatic, z nichž

druhá je vynásobena čı́slem –1.

Napřı́klad

1 2 3

3 1 −5
+

−1 −2 3

2 5 −3
=

0 0 6

5 6 −8
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Z uvedených de inic a ze známých vlastnostı́ reálných čıśel vyplývajı́ následujı́cı́ vlastnosti 7 pro

libovolné matice A, B, C téhož typu a libovolná čı́sla 𝑘, 𝑘 , 𝑘 :

• pro sčı́tánı́ matic (kde 0 je nulová matice stejného typu jako matice A )

1. A + B = B + A komutativnı́ zákon

2. A + (B + C) = (A + B) + C asociativnı́ zákon pro součet matic

3. A + 0 = 0 + A = A

4. ∀A ∃(–A) ∶ A+ (–A) = (–A) + A = 0

Vztah č.4 čteme:Ke každé (∀)maticiA existuje (∃)matice, kterounazývámematicı́ opačnouk matici A

a označujeme –A, pro kterou platı́ (:), že jejich součet je nulová matice (0).

• pro násobenı́ matic čı́slem:

5. 1 ⋅ A = A

6. 𝑘 ⋅ (𝑘 ⋅ A) = (𝑘 𝑘 ) ⋅ A asociativnı́ zákon pro násobenı́ matice čı́slem

7. (𝑘 + 𝑘 ) ⋅ A = 𝑘 ⋅ A+ 𝑘 ⋅ A distributivnı́ zákony pro

8. 𝑘(A+ B) = 𝑘 ⋅ A+ 𝑘 ⋅ B násobenı́ matice čı́slem

7 Struktura vyhovujı́cı́ požadavkům 1.– 4. se nazývá komutativní grupa vzhledem ke sčítání.

Struktura vyhovujı́cı́ všem požadavkům 1.– 8. se nazývá vektorový prostor.
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Rešme soustavu dvou lineárnı́ch rovnic o dvou neznámých, kterou požadujeme zapsat symbolicky,

kde A je matice koe icientů, X je (sloupcová) matice neznámých a B matice pravých stran.

A • X = B ⟹
𝑎 𝑎

𝑎 𝑎
•

𝑥

𝑦
=

𝑏

𝑏

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 = 𝑏

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 = 𝑏

Nynı́ zaveďme násobenı́ matic A • X tak, aby platilo:
𝑎 𝑎

𝑎 𝑎
•

𝑥

𝑦
=

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦
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Rešme soustavu dvou lineárnı́ch rovnic o dvou neznámých, kterou požadujeme zapsat symbolicky,

kde A je matice koe icientů, X je (sloupcová) matice neznámých a B matice pravých stran.

A • X = B ⟹
𝑎 𝑎

𝑎 𝑎
•

𝑥

𝑦
=

𝑏

𝑏

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 = 𝑏

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 = 𝑏

Nynı́ zaveďme násobenı́ matic A • X tak, aby platilo:
𝑎 𝑎

𝑎 𝑎
•

𝑥

𝑦
=

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦
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Rešme soustavu dvou lineárnı́ch rovnic o dvou neznámých, kterou požadujeme zapsat symbolicky,

kde A je matice koe icientů, X je (sloupcová) matice neznámých a B matice pravých stran.

A • X = B ⟹
𝑎 𝑎

𝑎 𝑎
•

𝑥

𝑦
=

𝑏

𝑏

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 = 𝑏

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 = 𝑏

Nynı́ zaveďme násobenı́ matic A • X tak, aby platilo:
𝑎 𝑎

𝑎 𝑎
•

𝑥

𝑦
=

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦
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Rešme soustavu dvou lineárnı́ch rovnic o dvou neznámých, kterou požadujeme zapsat symbolicky,

kde A je matice koe icientů, X je (sloupcová) matice neznámých a B matice pravých stran.

A • X = B ⟹
𝑎 𝑎

𝑎 𝑎
•

𝑥

𝑦
=

𝑏

𝑏

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 = 𝑏

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦 = 𝑏

Nynı́ zaveďme násobenı́ matic A • X tak, aby platilo:
𝑎 𝑎

𝑎 𝑎
•

𝑥

𝑦
=

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑦

Násobení matic: A • B . Součinem matice A = (𝑎 , ) a matice B = (𝑏 , ) v da-

ném pořadí je matice C = (𝑐 , ) , pro jejı́ž prvky platı́: 𝑐 = ∑ 𝑎 , ⋅ 𝑏 , pro každé

𝑖 = 1, 2, … ,𝑚 , 𝑗 = 1, 2, … , 𝑝 .

De inice řı́ká, že chceme-li určit prvek součinu dvou matic c , , musıḿe každý člen i. řádku

první matice (vlevo – levý index) vynásobit členem j. sloupce druhématice (vpravo – pravý index)

se stejným pořadím ( prvnı×́prvnı́ + druhý×druhý + …+ poslednı×́poslednı́ ) a tyto součiny sečíst.

Přı́klad násobenı́ dvou matic:
1 2

4 5
•

𝑥

𝑦
=

𝑥 + 2𝑦

4𝑥 + 5𝑦

Pomůžeme si napřı́klad takto zapsaným postupem:

𝑥 𝑦

1 2

4 5

𝑥 + 2𝑦

4𝑥 + 5𝑦
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Jsou dány matice A =
3 1 −2 4

2 1 0 −1
a B =

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3

−1 2

2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦

.

Určete A • B a B • A .

Řešení:

A • B =
3 1 −2 4

2 1 0 −1
•

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3

−1 2

2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦

=
−10 5

3 10

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )
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Jsou dány matice A =
3 1 −2 4

2 1 0 −1
a B =

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3

−1 2

2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦

.

Určete A • B a B • A .

Řešení:

A • B =
3 1 −2 4

2 1 0 −1
•

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3

−1 2

2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦

=
−10 5

3 10

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jsou dány matice A =
3 1 −2 4

2 1 0 −1
a B =

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3

−1 2

2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦

.

Určete A • B a B • A .

Řešení:

A • B =
3 1 −2 4

2 1 0 −1
•

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3

−1 2

2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦

=
−10 5

3 10

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jsou dány matice A =
3 1 −2 4

2 1 0 −1
a B =

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3

−1 2

2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦

.

Určete A • B a B • A .

Řešení:

A • B =
3 1 −2 4

2 1 0 −1
•

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3

−1 2

2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦

=
−10 5

3 10

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jsou dány matice A =
3 1 −2 4

2 1 0 −1
a B =

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3

−1 2

2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦

.

Určete A • B a B • A .

Řešení:

A • B =
3 1 −2 4

2 1 0 −1
•

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3

−1 2

2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦

=
−10 5

3 10

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jsou dány matice A =
3 1 −2 4

2 1 0 −1
a B =

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3

−1 2

2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦

.

Určete A • B a B • A .

Řešení:

A • B =
3 1 −2 4

2 1 0 −1
•

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3

−1 2

2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦

=
−10 5

3 10

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jsou dány matice A =
3 1 −2 4

2 1 0 −1
a B =

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3

−1 2

2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦

.

Určete A • B a B • A .

Řešení:

A • B =
3 1 −2 4

2 1 0 −1
•

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3

−1 2

2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦

=
−10 5

3 10

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jsou dány matice A =
3 1 −2 4

2 1 0 −1
a B =

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3

−1 2

2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦

.

Určete A • B a B • A .

Řešení:

A • B =
3 1 −2 4

2 1 0 −1
•

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3

−1 2

2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦

=
−10 5

3 10

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )

B • A =

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3

−1 2

2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦

•
3 1 −2 4

2 1 0 −1
=

⎡
⎢
⎢
⎣

9 4 −2 1

1 1 2 −6

4 1 −4 9

−10 −4 4 −6

⎤
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎣

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )

( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( ) ( )⋅( )

⎤
⎥
⎥
⎦
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

1. Již z uvedeného přı́kladu vidı́me, že pro násobenı́ matic obecně neplatı́ komutativnı́ zákon

(o záměně činitelů).

Matice A je typu (2, 4) , matice B je typu (4, 2) . Proto:

• prvnı́ vypočı́taný součin A • B je typu (2, 4)(4, 2) = (2, 2) ,

• kdežto druhý vypočı́taný součin B • A je typu (4, 2)(2, 4) = (4, 4) .

2. Je-li napřı́klad A typu (2, 4) amatice B je typu (4, 5) , pak součin A•B exis-

tuje a je to matice typu (2, 4)(4, 5) = (2, 5) , kdežto součin B • A vůbec nenı́ de inován

(neexistuje).

3. Násobení matic tedy nemá naprosto stejné vlastnosti, jako násobení čísel.

Dalšı́ odlišnosti si ukážeme ve cvičenı́ k této kapitole.

4. Jsou-li matice A , 0 (nulová) a E (jednotková) čtvercové matice stejného řádu,

platı́:

A • 0 = 0 • A = 0 a A • E = E • A = A ,

jak snadno zjistı́me vynásobenı́m.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Vlastnosti násobení matic

Násobenı́ matic dává poněkud odlišné výsledky, než které dostáváme při násobenı́ čı́sel, jak bylo nazna-

čeno v předchozı́ poznámce.

Nechť A , B a C jsou matice a k čıślo. Potom:

1. Obecně neplatí komutativní zákon o záměně činitelů. Tedy nelze předpokládat (viz prvnı́ a druhý bod

předchozı́ poznámky), že vždy platı́ A • B = B • A . Toto funguje pouze u čtvercových matic.

A navı́c pouze u některých. Tyto pak nazveme zaměnitelné.

Spı́še platı́: A • B ≠ B • A

2. Z rovnosti A • B = 0 nemůžeme usuzovat, že A = 0 nebo B = 0 . Pokud součin dvou

matic je roven nulové matici, nutně z toho neplyne, že alespoň jedna z nich je také nulová, jak je

ukázáno v přıḱladech 2. a) a 6.

3. Z rovnosti A = A nemůžeme usuzovat, že A = E nebo A = 0 , jak je ukázáno v přı́kla-

du 2. b) i když řešenı́m kvadratické rovnice 𝑥 = 𝑥 je právě jednička a nula.

4. Při násobení matic nelze krátit, jak je ukázáno v přı́kladu 3.

5. (A • B) • C = A • (B • C) asociativnı́ zákon (o sdružovánı́ činitelů).

6. 𝑘 ⋅ (A • B) = (𝑘 ⋅ A) • B = A • (𝑘 ⋅ B) asociativnı́ zákon pro násobenı́ součinu matic čı́slem.

7. (A+ B) • C = A • C + B • C distributivnı́ zákon, kdy závorka je vlevo.

8. A • (B+ C) = A • B+ A • C distributivnı́ zákon, kdy závorka je vpravo.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Cvičení

1. Jsou dány matice A =
1 2

3 1
, B =

7 4

6 7
Určete A•B a B•A .

Řešení:

A • B =
1 2

3 1
•

7 4

6 7
=

19 18

27 19

B • A =
7 4

6 7
•

1 2

3 1
=

19 18

27 19

A • B = B • A ⟹ Matice A a B jsou zaměnitelné.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

2. Jsou dány matice A =
1 0

0 0
, B =

0 0

1 2
. Vypočtěte: a) A • B

b) A

Řešení a)

A • B =
1 0

0 0
•

0 0

1 2
=

0 0

0 0
= 0

Z rovnosti A • B = 0 nevyplývá, že by alespoň jedna z matic A nebo B musela

být nulová. Nebo jinak: součinem dvou nenulových matic může být nulová matice.

Řešení b)

A = A • A =
1 0

0 0
•

1 0

0 0
=

1 0

0 0
= A

Z rovnosti A • A = A ( A = A ) nevyplývá, že by matice A musela být jednotková

nebo nulová.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

3. Jsou dány matice A =
0 1

0 2
, B =

5 1

3 1
, C =

2 2

3 1
. Vypočtěte A • B a A • C .

Řešení:

A • B =
0 1

0 2
•

5 1

3 1
=

3 1

6 2

A • C =
0 1

0 2
•

2 2

3 1
=

3 1

6 2

Z rovnosti A • B = A • C nelze činit závěr, že B = C . Při násobení matic proto

nemůžeme krátit.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

4. Jsou dány matice A =
2 1 4

−2 0 6
, B =

−4 2 6

0 3 6
.

Vypočtěte 2 ⋅ A− B a − ⋅ A+ 3 ⋅ B.

Řešení:

2 ⋅ A− B = 2 ⋅
2 1 4

−2 0 6
−

−4 2 6

0 3 6
=

=
4 2 8

−4 0 12
+

4 −2 −6

0 −3 −6
=

8 0 2

−4 −3 6

−
1

2
⋅ A+ 3 ⋅ B = −

1

2
⋅

2 1 4

−2 0 6
+ 3 ⋅

−4 2 6

0 3 6
=

=
−1 −

2
−2

1 0 −3
+

−12 6 18

0 9 18
=

−13
2

16

1 9 15
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

5. Jsou dány matice A =
2 1 1

3 0 1
, B =

3 1

2 1

1 0

Vypočtěte A • B .

Řešení: A • B =
2 1 1

3 0 1
•

3 1

2 1

1 0

=
2.3 + 1.2 + 1.1 2.1 + 1.1 + 1.0

3.3 + 0.2 + 1.1 3.1 + 0.1 + 1.0
=

9 3

10 3

6. Jsou dány matice C =

1 2 3

2 4 6

3 6 9

, D =

−1 −2 −4

−1 −2 −4

1 2 4

Vypočtěte C • D .

Řešení: C • D =

1 2 3

2 4 6

3 6 9

•

−1 −2 −4

−1 −2 −4

1 2 4

=

0 0 0

0 0 0

0 0 0
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

7. Je dána matice A =
3 2

−4 −2
Vypočtěte A .

Řešení: A = A • A • A • A • A = (A • A) • {(A • A) • A} =

=
3 2

−4 −2
•

3 2

−4 −2
•

1 2

−4 −4
•

3 2

−4 −2
=

=
1 2

−4 −4
•

−5 −2

4 0
=

3 −2

4 8

8. Jsou dány matice B =

1 2 1

2 1 2

1 2 3

, C =

4 1 1

−4 2 0

1 2 1

Vypočtěte B • C − C • B .

Řešení: B • C − C • B =

1 2 1

2 1 2

1 2 3

•

4 1 1

−4 2 0

1 2 1

−

4 1 1

−4 2 0

1 2 1

•

1 2 1

2 1 2

1 2 3

=

=

−3 7 2

6 8 4

−1 11 4

−

7 11 9

0 −6 0

6 6 8

=

−10 −4 −7

6 14 4

−7 5 −4
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

6. Inverzní matice

Nejprve řešme rovnici 𝑎 𝑥 = 𝑏 , kde 𝑎 ≠ 0 , 𝑏 jsou reálná čı́sla.

𝑎 ⋅ 𝑥 = 𝑏 | ⋅ 𝑎 (násobı́me zleva)

𝑎 ⋅ (𝑎 ⋅ 𝑥) = 𝑎 ⋅ 𝑏

(𝑎 ⋅ 𝑎) ⋅ 𝑥 = 𝑎 ⋅ 𝑏
(asociativnı́ zákon)

(
1

𝑎
⋅ 𝑎) ⋅ 𝑥 = 𝑎 ⋅ 𝑏

𝑥 = 𝑎 ⋅ 𝑏 (protože: 1 ⋅ 𝑥 = 𝑥)

Analogická situace nastává i při řešenı́ maticové rovnice A •X = B , kde A , B jsou dané matice

a X je matice s neznámými prvky. Pokud by existovala matice A s vlastnostı́ A • A = E ,

kde E je jednotkovámatice,mohli bychomdanoumaticovou rovnici, za využitı́ výsledků uvedených

v kapitole Operace s maticemi (a to 5. vlastnosti na straně 77 a 4. poznámky na straně 76) řešit takto:

A • X = B | • A (násobı́me zleva)

A • (A • X) = A • B

(A • A)

E

•X = A • B
(asociativnı́ zákon) 5. vlastnost

X = A • B (protože: E • X = X) 4. poznámka

Je proto přirozená následujı́cı́ de inice:
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Inverzní matice A k (regulární) matici A je matice splňujı́cı́ následujı́cı́ vztah:

A • A = A • A = E =

⎡
⎢
⎢
⎣

1 0 … 0

0 1 … 0

⋱

0 0 … 1

⎤
⎥
⎥
⎦

Z uvedeného vztahu je zřejmé, že inverznı́ matice existuje jenom k regulárnı́ 8 čtvercové matici.

Pro určenı́ inverznı́ matice k matici A existuje několik různých metod, z nichž jedna je následujı́cı́.

Napı́šeme matici [ A | E | ∑ ] takto:

• do levého pole napıš́eme matici A, ke které hledáme inverznı́ matici A ;

• do prostřednı́ho pole napı́šeme jednotkovou matici E;

• do pravého pole připojıḿe kontrolnı́ sloupec ∑, ve kterém je součet všech čı́sel daného řádku.

Takto zapsanoumatici upravujeme za pomocipouze řádkových elementárnı́ch úprav 9 (které jsou ana-

logické s úpravami prováděnými při řešenı́ soustavy rovnic součtovoumetodou) tak dlouho, až v levém

poli dostaneme jednotkovou matici E. V prostřednı́m poli pak bude hledaná inverznı́ matice A . Vztah

mezi původnı́ maticı́ a upravenou budeme (tak jako dřıv́e) označovat ∼ .

Provedeme-li přı́slušnou řádkovou elementárnı́ úpravu i v kontrolnı́m sloupci, musı́ se opět součet

v přı́slušném řádku shodovat s nově vzniklým čı́slem v kontrolnı́m sloupci.

8 K singulárnı́ matici inverznı́ matice neexistuje.
9 Elementárnı́ úpravy (ekvivalentnı́ úpravy matice) byly zavedeny na straně 53 v kapitole nazvané Hodnost matice.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Pro většı́ přehlednost na pravé straně matice budeme zaznamenávat prováděné operace s tı́m, že

malými řı́mskými čıślicemi označı́me přı́slušný řádek. Zápis 𝑖𝑖 + (−3).𝑖 tedy vyjadřuje, že: každý

prvek prvního řádku vynásobímemínus třemi a přičteme k odpovídajícímu prvku druhého řádku.

Vypočtěte inverznı́ matici A k matici A =

2 2 3

1 −1 0

−1 2 1

⇒ [ A | E | ∑ ] =

=

2 2 3 1 0 0 8

1 −1 0 0 1 0 1

−1 2 1 0 0 1 3

𝑖𝑖

𝑖

𝑖𝑖𝑖

∼

1 −1 0 0 1 0 1

2 2 3 1 0 0 8

−1 2 1 0 0 1 3

𝑖𝑖 + (−2).𝑖

𝑖𝑖𝑖 + 𝑖

∼

∼

1 −1 0 0 1 0 1

0 4 3 1 −2 0 6

0 1 1 0 1 1 4

𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑖

∼

1 −1 0 0 1 0 1

0 1 1 0 1 1 4

0 4 3 1 −2 0 6 𝑖𝑖𝑖 + (−4).𝑖𝑖

∼

∼

1 −1 0 0 1 0 1

0 1 1 0 1 1 4

0 0 −1 1 −6 −4 −10

𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖

(−1).𝑖𝑖𝑖

∼

∼

1 −1 0 0 1 0 1

0 1 0 1 −5 −3 −6

0 0 1 −1 6 4 10

𝑖 + 𝑖𝑖

∼

1 0 0 1 −4 −3 −5

0 1 0 1 −5 −3 −6

0 0 1 −1 6 4 10

= [ E | A | ∑ ]

1 0 0 1 −4 −3 −5

0 1 0 1 −5 −3 −6

0 0 1 −1 6 4 10

= [ E | A | ∑ ] ⟹ A =

1 −4 −3

1 −5 −3

−1 6 4
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Zkoušku, to jest výpočet součinumatic A•A =

2 2 3

1 −1 0

−1 2 1

•

1 −4 −3

1 −5 −3

−1 6 4

= E a součinu

A • A =

1 −4 −3

1 −5 −3

−1 6 4

•

2 2 3

1 −1 0

−1 2 1

= E ponecháváme čtenáři.

Další způsob určení inverzní matice

Jestliže čtvercová matice A je tvořena prvky 𝑎 ; , což jsme dřıv́e označovali A(𝑎 ; ) , pak jejı́matice

algebraických doplňků D je tvořena determinanty detD ; , tedy D (detD ; ) , které sestrojı́me

následujıćıḿ způsobem:

Postup sestavení matice algebraických doplňků D Z původnı́ matice vynecháme řádek i a

sloupec j a z toho co zbude sestavı́me determinant, který navı́c opatřı́me znaménkem (−1) .

Potom platı́ následujı́cı́ vztah, který nebudeme dokazovat:

A =
1

detA
⋅ D =

1

detA
⋅ adjD

Hodnota determinantu tvořeného jediným prvkem (determinant má jeden řádek a jeden sloupec) je

rovna právě tomuto prvku.

Transponovanou matici algebraických doplňků nazýváme adjungovaná matice, tedy D = adjD



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit
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Vypočtěte inverznı́ matici A k matici A =

2 2 3

1 −1 0

−1 2 1

pomocı́ adjungované matice.

detA =

2 2 3

1 −1 0

−1 2 1

= +(2) ⋅ (−1) ⋅ (1) + (1) ⋅ (2) ⋅ (3) + (−1) ⋅ (2) ⋅ (0) − (3) ⋅ (−1) ⋅ (−1) −

−(0) ⋅ (2) ⋅ (2) − (1) ⋅ (2) ⋅ (1) = −2 + 6 − 3 − 2 = −1

𝐷 ; = (−1) ⋅
−1 0

2 1
= −1 𝐷 ; = (−1) ⋅

1 0

−1 1
= −1 𝐷 ; = (−1) ⋅

1 −1

−1 2
= 1

𝐷 ; = (−1) ⋅
2 3

2 1
= 4 𝐷 ; = (−1) ⋅

2 3

−1 1
= 5 𝐷 ; = (−1) ⋅

2 2

−1 2
= −6

𝐷 ; = (−1) ⋅
2 3

−1 0
= 3 𝐷 ; = (−1) ⋅

2 3

1 0
= 3 𝐷 ; = (−1) ⋅

2 2

1 −1
= −4

A =
1

detA
⋅

−1 −1 1

4 5 −6

3 3 −4

=
1

−1
⋅

−1 4 3

−1 5 3

1 −6 −4

⟹ A =

1 −4 −3

1 −5 −3

−1 6 4
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6.3. Příklad

Určete inverznı́ matici B k matici B =

⎡
⎢
⎢
⎣

2 1 0 0

3 2 0 0

1 1 3 4

2 −1 2 3

⎤
⎥
⎥
⎦

1. Řešení — dle definice B • B = E. Označme B =

⎡
⎢
⎢
⎣

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

𝑦 𝑦 𝑦 𝑦

𝑢 𝑢 𝑢 𝑢

𝑣 𝑣 𝑣 𝑣

⎤
⎥
⎥
⎦

.

Potom po rozepsánı́ a úpravě výše uvedeného vztahu

⎡
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎦

= E = B • B =

⎡
⎢
⎢
⎣

2 1 0 0

3 2 0 0

1 1 3 4

2 −1 2 3

⎤
⎥
⎥
⎦

•

⎡
⎢
⎢
⎣

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

𝑦 𝑦 𝑦 𝑦

𝑢 𝑢 𝑢 𝑢

𝑣 𝑣 𝑣 𝑣

⎤
⎥
⎥
⎦

dostaneme následujı́cı́ soustavu lineárnı́ch algebraických rovnic:

2𝑥 + 𝑦 = 1 (1)

2𝑥 + 𝑦 = 0 (2)

2𝑥 + 𝑦 = 0 (3)

2𝑥 + 𝑦 = 0 (4)

3𝑥 + 2𝑦 = 0 (5)

3𝑥 + 2𝑦 = 1 (6)

3𝑥 + 2𝑦 = 0 (7)

3𝑥 + 2𝑦 = 0 (8)
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𝑥 + 𝑦 + 3𝑢 + 4𝑣 = 0 (9)

𝑥 + 𝑦 + 3𝑢 + 4𝑣 = 0 (10)

𝑥 + 𝑦 + 3𝑢 + 4𝑣 = 1 (11)

𝑥 + 𝑦 + 3𝑢 + 4𝑣 = 0 (12)

2𝑥 − 𝑦 + 2𝑢 + 3𝑣 = 0 (13)

2𝑥 − 𝑦 + 2𝑢 + 3𝑣 = 0 (14)

2𝑥 − 𝑦 + 2𝑢 + 3𝑣 = 0 (15)

2𝑥 − 𝑦 + 2𝑢 + 3𝑣 = 1 (16)

kde napřıḱlad z:

(1) a (5) dostaneme 𝑥 = 2 a 𝑦 =−3

(2) a (6) dostaneme 𝑥 =−1 a 𝑦 = 2

(3) a (7) dostaneme 𝑥 = 0 a 𝑦 = 0

(4) a (8) dostaneme 𝑥 = 0 a 𝑦 = 0

a po dosazenı́ těchto hodnot do zbývajı́cı́ch rovnic pokračujeme v určovánı́ ostatnı́ch neznámých.

3𝑢 + 4𝑣 = 1 (9)

3𝑢 + 4𝑣 = −1 (10)

3𝑢 + 4𝑣 = 1 (11)

3𝑢 + 4𝑣 = 0 (12)

2𝑢 + 3𝑣 = −7 (13)

2𝑢 + 3𝑣 = 4 (14)

2𝑢 + 3𝑣 = 0 (15)

2𝑢 + 3𝑣 = 1 (16)
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pak z:

(9) a (13) dostaneme 𝑢 = 31 a 𝑣 =−23

(10) a (14) dostaneme 𝑢 =−19 a 𝑣 = 14

(11) a (15) dostaneme 𝑢 = 3 a 𝑣 = −2

(12) a (16) dostaneme 𝑢 = −4 a 𝑣 = 3

B =

⎡
⎢
⎢
⎣

2 −1 0 0

−3 2 0 0

31 −19 3 −4

−23 14 −2 3

⎤
⎥
⎥
⎦

Řešení — úpravami jednotkové matice [ B | E | ∑ ] ∼ [ E | B | ∑ ]

⎡
⎢
⎢
⎣

2 1 0 0 1 0 0 0 4

3 2 0 0 0 1 0 0 6

1 1 3 4 0 0 1 0 10

2 −1 2 3 0 0 0 1 7

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖𝑖𝑖

𝑖 + (−2).𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑖 + (−3).𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑣 + (−2).𝑖𝑖𝑖

∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 1 3 4 0 0 1 0 10

0 −1 −6 −8 1 0 −2 0 −16

0 −1 −9 −12 0 1 −3 0 −24

0 −3 −4 −5 0 0 −2 1 −13

⎤
⎥
⎥
⎦

(−1).𝑖𝑖

𝑖𝑖𝑖 + (−1).𝑖𝑖

𝑖𝑣 + (−3).𝑖𝑖

∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 1 3 4 0 0 1 0 10

0 1 6 8 −1 0 2 0 16

0 0 −3 −4 −1 1 −1 0 −8

0 0 14 19 −3 0 4 1 35

⎤
⎥
⎥
⎦ 𝑖𝑣 + 5.𝑖𝑖𝑖

∼
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∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 1 3 4 0 0 1 0 10

0 1 6 8 −1 0 2 0 16

0 0 −3 −4 −1 1 −1 0 −8

0 0 −1 −1 −8 5 −1 1 −5

⎤
⎥
⎥
⎦

(−1).𝑖𝑣

𝑖𝑖𝑖 + (−3).𝑖𝑣

∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 1 3 4 0 0 1 0 10

0 1 6 8 −1 0 2 0 16

0 0 1 1 8 −5 1 −1 5

0 0 0 −1 23 −14 2 −3 7

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖 + 4.𝑖𝑣

𝑖𝑖 + 8.𝑖𝑣

𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑣

(−1).𝑖𝑣

∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 1 3 0 92 −56 9 −12 38

0 1 6 0 183 −112 18 −24 72

0 0 1 0 31 −19 3 −4 12

0 0 0 1 −23 14 −2 3 −7

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖 + (−3).𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑖 + (−6).𝑖𝑖𝑖
∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 1 0 0 −1 1 0 0 2

0 1 0 0 −3 2 0 0 0

0 0 1 0 31 −19 3 −4 12

0 0 0 1 −23 14 −2 3 −7

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖 + (−1).𝑖𝑖

∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0 2 −1 0 0 2

0 1 0 0 −3 2 0 0 0

0 0 1 0 31 −19 3 −4 12

0 0 0 1 −23 14 −2 3 −7

⎤
⎥
⎥
⎦

⟹ B =

⎡
⎢
⎢
⎣

2 −1 0 0

−3 2 0 0

31 −19 3 −4

−23 14 −2 3

⎤
⎥
⎥
⎦
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Řešení — pomocí determinantu a algebraických doplňků: B =
1

detB
⋅ D

detB =

2 1 0 0

3 2 0 0

1 1 3 4

2 −1 2 3

rozv. 1. ř.
= (−1) ⋅ (2) ⋅

2 0 0

1 3 4

−1 2 3

+ (−1) ⋅ (1) ⋅

3 0 0

1 3 4

2 2 3

=

= 2 ⋅ (18 − 16) − (27 − 24) = 4 − 3 = 1

𝐷 ; = (−1) ⋅

2 0 0

1 3 4

−1 2 3

= 2 𝐷 ; = (−1) ⋅

3 0 0

1 3 4

2 2 3

= −3

𝐷 ; = (−1) ⋅

3 2 0

1 1 4

2 −1 3

= 31 𝐷 ; = (−1) ⋅

3 2 0

1 1 3

2 −1 2

= −23

𝐷 ; = (−1) ⋅

1 0 0

1 3 4

−1 2 3

= −1 𝐷 ; = (−1) ⋅

2 0 0

1 3 4

2 2 3

= 2

𝐷 ; = (−1) ⋅

2 1 0

1 1 4

2 −1 3

= −19 𝐷 ; = (−1) ⋅

2 1 0

1 1 3

2 −1 2

= 14
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𝐷 ; = (−1) ⋅

1 0 0

2 0 0

−1 2 3

= 0 𝐷 ; = (−1) ⋅

2 0 0

3 0 0

2 2 3

= −0

𝐷 ; = (−1) ⋅

2 1 0

3 2 0

2 −1 3

= 3 𝐷 ; = (−1) ⋅

2 1 0

3 2 0

2 −1 2

= −2

𝐷 ; = (−1) ⋅

1 0 0

2 0 0

1 3 4

= −0 𝐷 ; = (−1) ⋅

2 0 0

3 0 0

1 3 4

= 0

𝐷 ; = (−1) ⋅

2 1 0

3 2 0

1 1 4

= −4 𝐷 ; = (−1) ⋅

2 1 0

3 2 0

1 1 3

= 3

B =
1

detB
⋅

⎡
⎢
⎢
⎣

2 −3 31 −23

−1 2 −19 14

0 0 3 −2

0 0 −4 3

⎤
⎥
⎥
⎦

=
1

1
⋅

⎡
⎢
⎢
⎣

2 −1 0 0

−3 2 0 0

31 −19 3 −4

−23 14 −2 3

⎤
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎣

2 −1 0 0

−3 2 0 0

31 −19 3 −4

−23 14 −2 3

⎤
⎥
⎥
⎦
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Příklad: Rešte maticovou rovnici A • X • B = C , kde

A =
2 1

3 2
, B =

−3 2

5 −3
, C =

−2 4

3 −1
.

Řešení — jeden způsob Označme prvky neznámé matice X =
𝑥 𝑦

𝑥 𝑦
jako v předchozı́m přı́kladu 10.

Potom po roznásobenı́ zadaného vztahu

2 1

3 2
•

𝑥 𝑦

𝑥 𝑦
•

−3 2

5 −3
=

−2 4

3 −1

2𝑥 + 1𝑥 2𝑦 + 1𝑦

3𝑥 + 2𝑥 3𝑦 + 2𝑦
•

−3 2

5 −3
=

−2 4

3 −1

−6𝑥 − 3𝑥 + 10𝑦 + 5𝑦 4𝑥 + 2𝑥 − 6𝑦 − 3𝑦

−9𝑥 − 6𝑥 + 15𝑦 + 10𝑦 6𝑥 + 4𝑥 − 9𝑦 − 6𝑦
=

−2 4

3 −1

dostaneme následujı́cı́ soustavu lineárnı́ch algebraických rovnic

−6𝑥 − 3𝑥 + 10𝑦 + 5𝑦 = −2

4𝑥 + 2𝑥 − 6𝑦 − 3𝑦 = 4

−9𝑥 − 6𝑥 + 15𝑦 + 10𝑦 = 3

6𝑥 + 4𝑥 − 9𝑦 − 6𝑦 = −1

přičemž řešenı́ takových soustav lineárnı́ch rovnic bude probı́ráno později.

10 Pozorný čtenář zajisté zaznamenal, že v předchozı́m přı́kladu jsme x zapisovali do řádků a nynı́ je pı́šemedo sloupců.

Je to záměr, abyste si uvědomili, že na vlastnı́ výpočet nemá volba značenı́ vliv.
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Řešení — další způsob. Budeme řešit maticovou rovnici analogicky jako bychom postupovali při řešenı́

rovnice 𝑎 ⋅ 𝑥 ⋅ 𝑏 = 𝑐, kde 𝑎, 𝑏, 𝑐 jsou čı́sla a 𝑥 neznámá.

A • X • B = C | • A (zleva); • B (zprava)

A • A • X • B • B = A • C • B

(A • A) • X • (B • B ) = A • C • B

E • X • E = A • C • B

X = A • C • B

Nynı́ určı́me přı́slušné inverznı́ matice. Zopakujeme si a procvičı́me dva způsoby.

A ∶ pomocı́ elementárnı́ch úprav matice A společně s jednotkovou maticı́ E

A ∶
2 1 1 0 4

3 2 0 1 6

𝑖 + (−1).𝑖𝑖
∼

−1 −1 1 −1 −2

3 2 0 1 6

(−1).𝑖

𝑖𝑖 + 3.𝑖
∼

∼
1 1 −1 1 2

0 −1 3 −2 0

𝑖 + 𝑖𝑖

(−1).𝑖𝑖
∼

1 0 2 −1 2

0 1 −3 2 0
⟹ A =

2 −1

−3 2
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B ∶ pomocı́ adjungované matice, což je transponovaná matice algebraických doplňků (subde-

terminantů s patřičným znaménkem) matice B

B =
1

−3 2

5 −3

⋅
(−1) ⋅ (−3) (−1) ⋅ (5)

(−1) ⋅ (2) (−1) ⋅ (−3)
=

1

9 − 10
⋅

−3 −5

−2 −3
=

=
1

−1
⋅

−3 −2

−5 −3
⟹ B =

3 2

5 3

Potom

X =
2 −1

−3 2
•

−2 4

3 −1
•

3 2

5 3

X =
−7 9

12 −14
•

3 2

5 3

X =
24 13

−34 −18

Ověřenı́, že A • X • B = C , tedy
2 1

3 2
•

24 13

−34 −18
•

−3 2

5 −3
=

−2 4

3 −1

ponecháváme čtenáři.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Soustavy lineárních algebraických rovnic
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1. Soustavy lineárních algebraických rovnic

Ze střednı́ školy dovedeme řešit soustavu dvou rovnic o dvou neznámých. Vı́me, že napřı́klad řešenı́m

soustavy

3𝑥 + 𝑦 = 5 (8)

𝑥 − 𝑦 = 3

(a to jediným) je 𝑥 = 2 a 𝑦 = −1 . Toto řešenı́ najdeme napřı́klad tak, že úpravou druhé rovnice

osamostatnı́me 𝑥 (𝑥 = 3 + 𝑦) a dosadı́me do prvnı́ rovnice.

Soustava

2𝑥 − 𝑦 = 3 (9)

6𝑥 − 3𝑦 = 7

nemá žádné řešenı́. Splňujı́-li totiž čı́sla 𝑥 , 𝑦 prvnı́ z rovnic (9), nesplňujı́ druhou rovnici. Pokud platı́

prvnı́ z rovnic 2𝑥 − 𝑦 = 3 , pak platı́ i jejı́ trojnásobek 6𝑥 − 3𝑦 = 9 . A v tom přı́padě nemůže platit

6𝑥 − 3𝑦 = 7 . Rı́káme, že soustava (9) není řešitelná nebo že nemá řešení.

Soustava

2𝑥 − 𝑦 = 3 (10)

6𝑥 − 3𝑦 = 9

je řešitelná. Rešenı́m je napřı́klad 𝑥 = 2 , 𝑦 = 1 , ale také napřıḱlad 𝑥 = 1 , 𝑦 = −1 nebo 𝑥 = 3 ,

𝑦 = 3 . Tedy soustava (10) nenı́ řešitelná jednoznačně.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Otázky řešitelnosti lineárnı́ch rovnic majı́ v matematice a jejıćh aplikacıćh velký význam. V právě

uvedených přı́kladech jsme o řešitelnosti daných soustav snadno rozhodli. V přı́padě soustav o většı́m

počtu neznámých nenı́ již otázka řešitelnosti zdaleka tak přehledná. Jednı́m z hlavnı́ch úkolů lineárnı́

algebry je najı́t jednak jednoduchá kritéria, na základě kterých lze rozhodnout o řešitelnosti takových

soustav, jednak účinné metody, jak tyto soustavy řešit.

V předchozı́ch kapitolách jsme k tomuto problému vybudovali potřebný aparát. Ten nynı́ využijeme

pro řešenı́ soustavy m lineárnıćh rovnic o n neznámých.

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑥 +…+ 𝑎 𝑥 = 𝑏

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑥 +…+ 𝑎 𝑥 = 𝑏

⋮

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑥 +…+ 𝑎 𝑥 = 𝑏

(11)

Přı́padně zapsanou maticově

⎡
⎢
⎢
⎣

𝑎 𝑎 … 𝑎

𝑎 𝑎 … 𝑎

⋮

𝑎 𝑎 … 𝑎

⎤
⎥
⎥
⎦

•

⎡
⎢
⎢
⎣

𝑥

𝑥

⋮

𝑥

⎤
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎣

𝑏

𝑏

⋮

𝑏

⎤
⎥
⎥
⎦

nebo

⎡
⎢
⎢
⎣

𝑎 𝑎 … 𝑎 𝑏

𝑎 𝑎 … 𝑎 𝑏

⋮ ⋮

𝑎 𝑎 … 𝑎 𝑏

⎤
⎥
⎥
⎦

(12)

Řešením soustavy (11) nazýváme každý systém 𝑘 , 𝑘 , … , 𝑘 (můžeme také řı́ci každou ma-

tici k = [𝑘 , 𝑘 , … , 𝑘 ] ), takový, že když čı́sla 𝑘 , 𝑘 , … , 𝑘 dosadı́me za neznámé

𝑥 , 𝑥 , … , 𝑥 do levých stran rovnic (11), jsou všechny tyto rovnice zároveň splněny.

Řešit soustavu (11) znamená najı́t všechna jejı́ řešenı́.
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1.1. Speciální typy soustav

Nehomogenní soustava lineárních algebraických rovnic Vztahem 11 jsme zavedli pojem

soustavy lineárnı́ch algebraických rovnic. Pokud je soustavauvedena taktoobecně, kdynic nevı́meo tva-

ru pravých stran 𝑏 , 𝑏 , … , 𝑏 hovořı́me o nehomogennı́ soustavě lineárnı́ch algebraických rovnic.

Homogenní soustava lineárních algebraických rovnic má všechny pravé strany rovny

nule. Tedy b = 0 pro 𝑖 = 1, 2, … ,𝑚 nebo

A • X = 0

kde A je matice soustavy, X je sloupcová matice (sloupcový vektor) neznámých a 0 je

nulová sloupcová matice (sloupcový vektor) jejı́ž všechny prvky (jehož všechny souřadnice) jsou rovny

nule.

Homogennı́ soustava

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑥 +…+ 𝑎 𝑥 = 0

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑥 +…+ 𝑎 𝑥 = 0

⋮

𝑎 𝑥 + 𝑎 𝑥 +…+ 𝑎 𝑥 = 0

(13)

má vždy alespoň jedno řešenı́, a to tzv. triviální řešení ⇒ 𝑥 = 0, 𝑥 = 0,… , 𝑥 = 0.

Řešit soustavu (13), znamená najı́t všechna jejı́ netriviální řešenı́.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Ekvivalentní soustavy lineárních algebraických rovnic o stejném počtu neznámých (ni-

koliv nutně o stejném počtu rovnic)mají stejné řešení.

Jinak řečeno: každé řešenı́ prvnı́ soustavy je zároveň řešenı́m druhé soustavy, a naopak, každé řešenı́

druhé soustavy je řešenı́m prvnı́ soustavy.

1.2. Frobeniova věta o řešení soustavy lineárních rovnic

Je-li n počet neznámých v soustavě (11) a označı́me-li h hodnostmatice soustavy (matice zcela

vlevo) ve vztahu (12) a h hodnost matice rozšı́řené (matice zcela vpravo), potom

Nutnou a postačujıćı́ podmı́nkou, aby soustava lineárnı́ch rovnic o n neznámých byla řešitel-

ná, je, aby matice soustavy a rozšı́řená matice měly stejnou hodnost.

Důsledek Frobeniovy věty: ℎ ≠ ℎ soustava nemá řešenı́;

ℎ = ℎ = 𝑛 soustava má právě jedno řešenı́;

ℎ = ℎ < 𝑛 soustava má nekonečně mnoho řešenı́

(𝑛 − ℎ neznámých můžeme vždy vhodně

zvolit a ostatnı́ pomocı́ nich vypočı́tat).

Někdy se tato výše uvedená věta 11 označuje také jako věta Kronecker–Capelli.

11 Vmatematice se historicky ustálilo nazývat podobné výroky větou. Ovšem stejně dobře bychommohli použı́t napřı́klad:

Frobenius řekl, tvrdil, napsal, dokázal že, …
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2. Hledání kořenů soustavy lineárních algebraických rovnic

2.1. Gaussova (Jordanova) eliminační metoda — GEM

Tento postup je nazván po matematikovi, který ji poprvé podrobně popsal ve dvou krocı́ch (chodech).

Jinak již čıň́ané hluboko před našı́m letopočtem použıv́ali podobný postup pro řešenı́ speciálnıćh (neu-

měli použít obecně na libovolnou soustavu) soustav rovnic.

Zmıńěnou metodu si odvodı́me na následujı́cı́m přıḱladu, kdy budeme řešit soustavu třı́ lineárnıćh

algebraických rovnic o třech neznámých sčı́tacı́ metodou, kterou znáte ze střednı́ školy. Jejı́ princip spo-

čıv́á v tom, že některou z rovnic vynásobı́me vhodným nenulovým čı́slem a přičteme ji k jiné rovnici

tak, aby se vyrušila jedna proměnná. Když to provedeme ještě jednou, převedeme soustavu třı́ lineár-

nıćh algebraických rovnic o třech neznámých na soustavu dvou lineárnı́ch algebraických rovnic o dvou

neznámých. Postup analogicky zopakujeme a zı́skáme jednu rovnici o jedné neznámé. Tu vyřešı́me a

hodnotu neznámé dosadı́me zpět do zbylých rovnic a tı́m najdeme i ostatnı́ kořeny původnı́ho systému.

http://cs.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
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GEM— Gaussova eliminační metoda

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 | ⋅(−2) ⋅(−3)

2𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 = 9
⌋ |

3𝑥 + 7𝑦 − 8𝑧 = −1
⌋

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0

−𝑦 + 6𝑧 = 9 | ⋅(1)

𝑦 − 2𝑧 = −1
⌋

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 /1

−𝑦 + 6𝑧 = 9 /2

4𝑧 = 8 /3 ⇒ 𝑧 = 2

−𝑦 + 6 ⋅ 2 = 9 /2 ⇒ 𝑦 = 3

𝑥 + 2 ⋅ 3 − 2 ⋅ 2 = 0 /1 ⇒ 𝑥 = −2

Při řešenı́ uvedené soustavy rovnic budeme prvnı́ rovnici

přičıt́at k ostatnı́m rovnicı́m, proto ji opı́šeme.

Potomdvojnásobekprvnı́ rovnice odečtemeoddruhé rovni-

ce a trojnásobek prvnı́ rovnice odečteme od třetı́ rovnice.

Prvnı́ a druhou rovnici opět opı́šeme a druhou rovnici při-

čteme ke třetı́ rovnici.

Nynı́ ze třetı́ rovnice určı́me hodnotu neznámé z

a tuto hodnotu dosadı́me do druhé rovnice.

Vypočıt́áme y a (včetně z) dosadı́me do prvnı́ rovnice.

Potom již můžeme určit hodnotu zbývajı́cı́ proměnné x.

Prvnı́ část výpočtu (která je psána černě — přímý chod), můžeme pomocı́ matic zapsat následovně

1 2 −2 0

2 3 2 9

3 7 −8 −1

⋅(−2) ⋅(−3)
⌋ |

⌋
∼

1 2 −2 0

0 −1 6 9

0 1 −2 −1

⋅(1)
⌋

∼

1 2 −2 0

0 −1 6 9

0 0 4 8

a pomocı́ Frobeniovy věty (o hodnostech matic) rozhodnout o existenci a počtu řešenı́.

A pokud řešenı́ existuje, pak poslednı́ matici (odspodu nahoru) opět přepı́šeme do rovnic (zpětný

chod) a řešı́me tak, jak je to popsáno červenou barvou.

Při provádění zpětného chodu také můžeme rozhodnout o existenci a počtu řešení.
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GEM— Gaussova eliminační metoda

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 | ⋅(−2) ⋅(−3)

2𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 = 9
⌋ |

3𝑥 + 7𝑦 − 8𝑧 = −1
⌋

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0

−𝑦 + 6𝑧 = 9 | ⋅(1)

𝑦 − 2𝑧 = −1
⌋

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 /1

−𝑦 + 6𝑧 = 9 /2

4𝑧 = 8 /3 ⇒ 𝑧 = 2

−𝑦 + 6 ⋅ 2 = 9 /2 ⇒ 𝑦 = 3

𝑥 + 2 ⋅ 3 − 2 ⋅ 2 = 0 /1 ⇒ 𝑥 = −2

Při řešenı́ uvedené soustavy rovnic budeme prvnı́ rovnici

přičıt́at k ostatnı́m rovnicı́m, proto ji opı́šeme.

Potomdvojnásobekprvnı́ rovnice odečtemeoddruhé rovni-

ce a trojnásobek prvnı́ rovnice odečteme od třetı́ rovnice.

Prvnı́ a druhou rovnici opět opı́šeme a druhou rovnici při-

čteme ke třetı́ rovnici.

Nynı́ ze třetı́ rovnice určı́me hodnotu neznámé z

a tuto hodnotu dosadı́me do druhé rovnice.

Vypočıt́áme y a (včetně z) dosadı́me do prvnı́ rovnice.

Potom již můžeme určit hodnotu zbývajı́cı́ proměnné x.

Prvnı́ část výpočtu (která je psána černě — přímý chod), můžeme pomocı́ matic zapsat následovně

1 2 −2 0

2 3 2 9

3 7 −8 −1

⋅(−2) ⋅(−3)
⌋ |

⌋
∼

1 2 −2 0

0 −1 6 9

0 1 −2 −1

⋅(1)
⌋

∼

1 2 −2 0

0 −1 6 9

0 0 4 8

a pomocı́ Frobeniovy věty (o hodnostech matic) rozhodnout o existenci a počtu řešenı́.

A pokud řešenı́ existuje, pak poslednı́ matici (odspodu nahoru) opět přepı́šeme do rovnic (zpětný

chod) a řešı́me tak, jak je to popsáno červenou barvou.

Při provádění zpětného chodu také můžeme rozhodnout o existenci a počtu řešení.
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GEM— Gaussova eliminační metoda

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 | ⋅(−2) ⋅(−3)

2𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 = 9
⌋ |

3𝑥 + 7𝑦 − 8𝑧 = −1
⌋

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0

−𝑦 + 6𝑧 = 9 | ⋅(1)

𝑦 − 2𝑧 = −1
⌋

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 /1

−𝑦 + 6𝑧 = 9 /2

4𝑧 = 8 /3 ⇒ 𝑧 = 2

−𝑦 + 6 ⋅ 2 = 9 /2 ⇒ 𝑦 = 3

𝑥 + 2 ⋅ 3 − 2 ⋅ 2 = 0 /1 ⇒ 𝑥 = −2

Při řešenı́ uvedené soustavy rovnic budeme prvnı́ rovnici

přičıt́at k ostatnı́m rovnicı́m, proto ji opı́šeme.

Potomdvojnásobekprvnı́ rovnice odečtemeoddruhé rovni-

ce a trojnásobek prvnı́ rovnice odečteme od třetı́ rovnice.

Prvnı́ a druhou rovnici opět opı́šeme a druhou rovnici při-

čteme ke třetı́ rovnici.

Nynı́ ze třetı́ rovnice určı́me hodnotu neznámé z

a tuto hodnotu dosadı́me do druhé rovnice.

Vypočıt́áme y a (včetně z) dosadı́me do prvnı́ rovnice.

Potom již můžeme určit hodnotu zbývajı́cı́ proměnné x.

Prvnı́ část výpočtu (která je psána černě — přímý chod), můžeme pomocı́ matic zapsat následovně

1 2 −2 0

2 3 2 9

3 7 −8 −1

⋅(−2) ⋅(−3)
⌋ |

⌋
∼

1 2 −2 0

0 −1 6 9

0 1 −2 −1

⋅(1)
⌋

∼

1 2 −2 0

0 −1 6 9

0 0 4 8

a pomocı́ Frobeniovy věty (o hodnostech matic) rozhodnout o existenci a počtu řešenı́.

A pokud řešenı́ existuje, pak poslednı́ matici (odspodu nahoru) opět přepı́šeme do rovnic (zpětný

chod) a řešı́me tak, jak je to popsáno červenou barvou.

Při provádění zpětného chodu také můžeme rozhodnout o existenci a počtu řešení.
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GEM— Gaussova eliminační metoda

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 | ⋅(−2) ⋅(−3)

2𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 = 9
⌋ |

3𝑥 + 7𝑦 − 8𝑧 = −1
⌋

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0

−𝑦 + 6𝑧 = 9 | ⋅(1)

𝑦 − 2𝑧 = −1
⌋

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 /1

−𝑦 + 6𝑧 = 9 /2

4𝑧 = 8 /3 ⇒ 𝑧 = 2

−𝑦 + 6 ⋅ 2 = 9 /2 ⇒ 𝑦 = 3

𝑥 + 2 ⋅ 3 − 2 ⋅ 2 = 0 /1 ⇒ 𝑥 = −2

Při řešenı́ uvedené soustavy rovnic budeme prvnı́ rovnici

přičıt́at k ostatnı́m rovnicı́m, proto ji opı́šeme.

Potomdvojnásobekprvnı́ rovnice odečtemeoddruhé rovni-

ce a trojnásobek prvnı́ rovnice odečteme od třetı́ rovnice.

Prvnı́ a druhou rovnici opět opı́šeme a druhou rovnici při-

čteme ke třetı́ rovnici.

Nynı́ ze třetı́ rovnice určı́me hodnotu neznámé z

a tuto hodnotu dosadı́me do druhé rovnice.

Vypočıt́áme y a (včetně z) dosadı́me do prvnı́ rovnice.

Potom již můžeme určit hodnotu zbývajı́cı́ proměnné x.

Prvnı́ část výpočtu (která je psána černě — přímý chod), můžeme pomocı́ matic zapsat následovně

1 2 −2 0

2 3 2 9

3 7 −8 −1

⋅(−2) ⋅(−3)
⌋ |

⌋
∼

1 2 −2 0

0 −1 6 9

0 1 −2 −1

⋅(1)
⌋

∼

1 2 −2 0

0 −1 6 9

0 0 4 8

a pomocı́ Frobeniovy věty (o hodnostech matic) rozhodnout o existenci a počtu řešenı́.

A pokud řešenı́ existuje, pak poslednı́ matici (odspodu nahoru) opět přepı́šeme do rovnic (zpětný

chod) a řešı́me tak, jak je to popsáno červenou barvou.

Při provádění zpětného chodu také můžeme rozhodnout o existenci a počtu řešení.
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GEM— Gaussova eliminační metoda

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 | ⋅(−2) ⋅(−3)

2𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 = 9
⌋ |

3𝑥 + 7𝑦 − 8𝑧 = −1
⌋

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0

−𝑦 + 6𝑧 = 9 | ⋅(1)

𝑦 − 2𝑧 = −1
⌋

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 /1

−𝑦 + 6𝑧 = 9 /2

4𝑧 = 8 /3 ⇒ 𝑧 = 2

−𝑦 + 6 ⋅ 2 = 9 /2 ⇒ 𝑦 = 3

𝑥 + 2 ⋅ 3 − 2 ⋅ 2 = 0 /1 ⇒ 𝑥 = −2
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Při provádění zpětného chodu také můžeme rozhodnout o existenci a počtu řešení.



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit
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Nynı́ ze třetı́ rovnice určı́me hodnotu neznámé z

a tuto hodnotu dosadı́me do druhé rovnice.
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a pomocı́ Frobeniovy věty (o hodnostech matic) rozhodnout o existenci a počtu řešenı́.
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Při řešenı́ uvedené soustavy rovnic budeme prvnı́ rovnici

přičıt́at k ostatnı́m rovnicı́m, proto ji opı́šeme.

Potomdvojnásobekprvnı́ rovnice odečtemeoddruhé rovni-

ce a trojnásobek prvnı́ rovnice odečteme od třetı́ rovnice.

Prvnı́ a druhou rovnici opět opı́šeme a druhou rovnici při-

čteme ke třetı́ rovnici.

Nynı́ ze třetı́ rovnice určı́me hodnotu neznámé z

a tuto hodnotu dosadı́me do druhé rovnice.

Vypočıt́áme y a (včetně z) dosadı́me do prvnı́ rovnice.

Potom již můžeme určit hodnotu zbývajı́cı́ proměnné x.

Prvnı́ část výpočtu (která je psána černě — přímý chod), můžeme pomocı́ matic zapsat následovně

1 2 −2 0

2 3 2 9

3 7 −8 −1

⋅(−2) ⋅(−3)
⌋ |

⌋
∼

1 2 −2 0

0 −1 6 9

0 1 −2 −1

⋅(1)
⌋

∼

1 2 −2 0

0 −1 6 9

0 0 4 8

a pomocı́ Frobeniovy věty (o hodnostech matic) rozhodnout o existenci a počtu řešenı́.

A pokud řešenı́ existuje, pak poslednı́ matici (odspodu nahoru) opět přepı́šeme do rovnic (zpětný

chod) a řešı́me tak, jak je to popsáno červenou barvou.

Při provádění zpětného chodu také můžeme rozhodnout o existenci a počtu řešení.
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GEM— Gaussova eliminační metoda

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 | ⋅(−2) ⋅(−3)

2𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 = 9
⌋ |

3𝑥 + 7𝑦 − 8𝑧 = −1
⌋

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0

−𝑦 + 6𝑧 = 9 | ⋅(1)

𝑦 − 2𝑧 = −1
⌋

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 /1

−𝑦 + 6𝑧 = 9 /2

4𝑧 = 8 /3 ⇒ 𝑧 = 2

−𝑦 + 6 ⋅ 2 = 9 /2 ⇒ 𝑦 = 3

𝑥 + 2 ⋅ 3 − 2 ⋅ 2 = 0 /1 ⇒ 𝑥 = −2

Při řešenı́ uvedené soustavy rovnic budeme prvnı́ rovnici

přičıt́at k ostatnı́m rovnicı́m, proto ji opı́šeme.

Potomdvojnásobekprvnı́ rovnice odečtemeoddruhé rovni-

ce a trojnásobek prvnı́ rovnice odečteme od třetı́ rovnice.

Prvnı́ a druhou rovnici opět opı́šeme a druhou rovnici při-

čteme ke třetı́ rovnici.

Nynı́ ze třetı́ rovnice určı́me hodnotu neznámé z

a tuto hodnotu dosadı́me do druhé rovnice.

Vypočıt́áme y a (včetně z) dosadı́me do prvnı́ rovnice.

Potom již můžeme určit hodnotu zbývajı́cı́ proměnné x.

Prvnı́ část výpočtu (která je psána černě — přímý chod), můžeme pomocı́ matic zapsat následovně

1 2 −2 0

2 3 2 9

3 7 −8 −1

⋅(−2) ⋅(−3)
⌋ |

⌋
∼

1 2 −2 0

0 −1 6 9

0 1 −2 −1

⋅(1)
⌋

∼

1 2 −2 0

0 −1 6 9

0 0 4 8

a pomocı́ Frobeniovy věty (o hodnostech matic) rozhodnout o existenci a počtu řešenı́.

A pokud řešenı́ existuje, pak poslednı́ matici (odspodu nahoru) opět přepı́šeme do rovnic (zpětný

chod) a řešı́me tak, jak je to popsáno červenou barvou.

Při provádění zpětného chodu také můžeme rozhodnout o existenci a počtu řešení.
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GEM— Gaussova eliminační metoda

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 | ⋅(−2) ⋅(−3)

2𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 = 9
⌋ |

3𝑥 + 7𝑦 − 8𝑧 = −1
⌋

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0

−𝑦 + 6𝑧 = 9 | ⋅(1)

𝑦 − 2𝑧 = −1
⌋

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 /1

−𝑦 + 6𝑧 = 9 /2

4𝑧 = 8 /3 ⇒ 𝑧 = 2

−𝑦 + 6 ⋅ 2 = 9 /2 ⇒ 𝑦 = 3

𝑥 + 2 ⋅ 3 − 2 ⋅ 2 = 0 /1 ⇒ 𝑥 = −2

Při řešenı́ uvedené soustavy rovnic budeme prvnı́ rovnici

přičıt́at k ostatnı́m rovnicı́m, proto ji opı́šeme.

Potomdvojnásobekprvnı́ rovnice odečtemeoddruhé rovni-

ce a trojnásobek prvnı́ rovnice odečteme od třetı́ rovnice.

Prvnı́ a druhou rovnici opět opı́šeme a druhou rovnici při-

čteme ke třetı́ rovnici.

Nynı́ ze třetı́ rovnice určı́me hodnotu neznámé z

a tuto hodnotu dosadı́me do druhé rovnice.

Vypočıt́áme y a (včetně z) dosadı́me do prvnı́ rovnice.

Potom již můžeme určit hodnotu zbývajı́cı́ proměnné x.

Prvnı́ část výpočtu (která je psána černě — přímý chod), můžeme pomocı́ matic zapsat následovně

1 2 −2 0

2 3 2 9

3 7 −8 −1

⋅(−2) ⋅(−3)
⌋ |

⌋
∼

1 2 −2 0

0 −1 6 9

0 1 −2 −1

⋅(1)
⌋

∼

1 2 −2 0

0 −1 6 9

0 0 4 8

a pomocı́ Frobeniovy věty (o hodnostech matic) rozhodnout o existenci a počtu řešenı́.

A pokud řešenı́ existuje, pak poslednı́ matici (odspodu nahoru) opět přepı́šeme do rovnic (zpětný

chod) a řešı́me tak, jak je to popsáno červenou barvou.

Při provádění zpětného chodu také můžeme rozhodnout o existenci a počtu řešení.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

GEM— Gaussova eliminační metoda

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 | ⋅(−2) ⋅(−3)

2𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 = 9
⌋ |

3𝑥 + 7𝑦 − 8𝑧 = −1
⌋

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0

−𝑦 + 6𝑧 = 9 | ⋅(1)

𝑦 − 2𝑧 = −1
⌋

𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 /1

−𝑦 + 6𝑧 = 9 /2

4𝑧 = 8 /3 ⇒ 𝑧 = 2

−𝑦 + 6 ⋅ 2 = 9 /2 ⇒ 𝑦 = 3

𝑥 + 2 ⋅ 3 − 2 ⋅ 2 = 0 /1 ⇒ 𝑥 = −2

Při řešenı́ uvedené soustavy rovnic budeme prvnı́ rovnici

přičıt́at k ostatnı́m rovnicı́m, proto ji opı́šeme.

Potomdvojnásobekprvnı́ rovnice odečtemeoddruhé rovni-

ce a trojnásobek prvnı́ rovnice odečteme od třetı́ rovnice.

Prvnı́ a druhou rovnici opět opı́šeme a druhou rovnici při-

čteme ke třetı́ rovnici.

Nynı́ ze třetı́ rovnice určı́me hodnotu neznámé z

a tuto hodnotu dosadı́me do druhé rovnice.

Vypočıt́áme y a (včetně z) dosadı́me do prvnı́ rovnice.

Potom již můžeme určit hodnotu zbývajı́cı́ proměnné x.

Prvnı́ část výpočtu (která je psána černě — přímý chod), můžeme pomocı́ matic zapsat následovně

1 2 −2 0

2 3 2 9

3 7 −8 −1

⋅(−2) ⋅(−3)
⌋ |

⌋
∼

1 2 −2 0

0 −1 6 9

0 1 −2 −1

⋅(1)
⌋

∼

1 2 −2 0

0 −1 6 9

0 0 4 8

a pomocı́ Frobeniovy věty (o hodnostech matic) rozhodnout o existenci a počtu řešenı́.

A pokud řešenı́ existuje, pak poslednı́ matici (odspodu nahoru) opět přepı́šeme do rovnic (zpětný

chod) a řešı́me tak, jak je to popsáno červenou barvou.

Při provádění zpětného chodu také můžeme rozhodnout o existenci a počtu řešení.
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Gaussova metoda postupných eliminací je postup, kdy rozšıř́enou matici soustavy převádı́me na

stupňový tvar⟹ nazýváme přímý chod.

Poté takto upravenou matici znovu přepı́šeme jako soustavu rovnic a postupně vyčı́slujeme jed-

notlivé neznámé. Tento proces určovánı́ neznámých nazýváme zpětný chod.

Pokud se nespokojı́me se stupňovitým tvarem rozšı́řené matice soustavy, ale nejenom pod ale i nad

prvnı́m nenulovým prvkem v každém řádku úpravou zı́skáme nuly a navı́c každý řádek vydělı́me je-

diným nenulovým prvkem daného řádku v matici soustavy, nazýváme tento postup Jordanovou me-

todou. Jde vlastně o modi ikaci Gaussovy eliminačnı́ metody, kdy převádı́me matici soustavy pomocı́

elementárnı́ch úprav na matici jednotkovou.

Je třeba upozornit na fakt, že u soustavy, která má nekonečně mnoho řešenı́, ne vždy můžeme volit

parametr za libovolnou neznámou. Napřı́klad řešme soustavu

2𝑥 + 𝑦 − 3𝑧 = 4

−4𝑥 + 3𝑦 + 6𝑧 = 7
(14)

Napišme rozšı́řenou matici soustavy (14), kterou ekvivalentnı́mi úpravami (ekvivalentnı́ soustavy

majı́ stejná řešenı́) budeme převádět na stupňový tvar. Chceme-li při výpočtech současně provádět i

zkoušku správnosti prováděných výpočtů, přidáme ještě dalšı́ sloupec obsahujı́cı́ součet daného řádku.

To ale v tomto jednoduchém přı́padě nenı́ nutné.

2 1 −3 4

−4 3 6 7

⋅2
⌋ ∼

2 1 −3 4

0 5 0 15

http://cs.wikipedia.org/wiki/Gaussova_elimina%C4%8Dn%C3%AD_metoda
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Přepı́šeme-li tuto matici nazpět jako soustavu rovnic

2𝑥 +𝑦 −3𝑧 = 4

5𝑦 = 15

pak ze druhé rovnice plyne 𝑦 = 3 . Tedy za y si nemůžeme volit parametr.

Ale můžeme volit napřı́klad 𝑥 = 3𝑝 + 2 . Dosadı́me-li za x a y do prvnı́ rovnice, dostaneme

2 ⋅ (3𝑝 + 2) + (3) − 3𝑧 = 4

6𝑝 + 4 + 3 − 3𝑧 = 4

6𝑝 + 7 − 3𝑧 = 4 | + 3𝑧 − 4

6𝑝 + 3 = 3𝑧 | ∶ 3

2𝑝 + 1 = 𝑧

Kořeny zadané soustavy rovnic jsou: 𝑥 = 3𝑝 + 2

𝑦 = 3

𝑧 = 2𝑝 + 1

Pak pro každé reálné p , které si zvolı́me, dostaneme řešenı́ dané soustavy.

𝑝 = 0

𝑥 = 2

𝑦 = 3

𝑧 = 1

𝑝 = 1

𝑥 = 5

𝑦 = 3

𝑧 = 3

⋮
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Rešme soustavu
𝑥 − 2𝑦 − 5𝑧 = 2

2𝑥 + 3𝑦 − 𝑧 = −1

−8𝑥 −19𝑦 − 5𝑧 = 7

(15)

∑

1 −2 −5 2 −4

2 3 −1 −1 3

−8 −19 −5 7 −25

𝑖𝑖 + (−2).𝑖

𝑖𝑖𝑖 + 8.𝑖

∼

∼

1 −2 −5 2 −4

0 7 9 −5 11

0 −35 −45 23 −57 𝑖𝑖𝑖 + 5.𝑖𝑖

∼

1 −2 −5 2 −4

0 7 9 −5 11

0 0 0 −2 −2

ℎ = 2 < ℎ = 3 tedy podle Frobeniovy věty daná soustava nemá řešení.
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Cvičení — GEM, Jordan

1. Řešte soustavu lineárních rovnic

𝑥 + 2𝑦 = 3

4𝑥 + 5𝑦 = 6
(16)

Řešení 1. Gaussovou metodou postupných eliminacı́

Přı́mý chod

1 2 3 6

4 5 6 15 𝑖𝑖 − 4.𝑖
∼

1 2 3 6

0 −3 −6 −9

Zpětný chod

𝑥 + 2𝑦 = 3

−3𝑦 = −6
⟹

𝑥 = −1

𝑦 = 2

Řešení 2. Jordanovou metodou (modi ikace Gaussovy m.)

1 2 3 6

4 5 6 15 𝑖𝑖 − 4.𝑖
∼

1 2 3 6

0 −3 −6 −9 ∶ (−3)
∼

∼
1 2 3 6

0 1 2 3

𝑖 − 2.𝑖𝑖
∼

1 0 −1 0

0 1 2 3

𝑖 − 2.𝑖𝑖
⟹

𝑥 = −1

𝑦 = 2
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2. Řešte soustavu lineárních rovnic

𝑥 + 3𝑥 − 2𝑥 + 𝑥 = 0

2𝑥 + 5𝑥 − 3𝑥 + 3𝑥 = 0

𝑥 + 2𝑥 − 2𝑥 = 9

2𝑥 − 𝑥 + 4𝑥 + 9𝑥 = 3

(17)

Řešení 1. Gaussovou metodou postupných eliminacı́

Přı́mý chod:
⎡
⎢
⎢
⎣

1 3 −2 1 0 3

2 5 −3 3 0 7

1 0 2 −2 9 10

2 −1 4 9 3 17

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖𝑖 − 2.𝑖

𝑖𝑖𝑖 − 𝑖

𝑖𝑣 − 2.𝑖

∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3 −2 1 0 3

0 −1 1 1 0 1

0 −3 4 −3 9 7

0 −7 8 7 3 11

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖𝑖𝑖 − 3.𝑖𝑖

𝑖𝑣 − 7.𝑖𝑖

∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3 −2 1 0 3

0 −1 1 1 0 1

0 0 1 −6 9 4

0 0 1 0 3 4

⎤
⎥
⎥
⎦ 𝑖𝑣 − 𝑖𝑖𝑖

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3 −2 1 0 3

0 −1 1 1 0 1

0 0 1 −6 9 4

0 0 0 6 −6 0

⎤
⎥
⎥
⎦
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Zpětný chod: 𝑥 + 3𝑥 − 2𝑥 + 𝑥 = 0

−𝑥 + 𝑥 + 𝑥 = 0

𝑥 − 6𝑥 = 9

6𝑥 = −6

Z poslednı́ rovnice plyne 𝑥 = −1 .

Tuto hodnotu dosadıḿe do předposlednı́ rovnice: 𝑥 − 6 ⋅ (−1) = 9 𝑥 = 3 .

Obě spočı́tané hodnoty dosadı́me do druhé rovnice: −𝑥 + (3) + (−1) = 0 𝑥 = 2 .

Všechny hodnoty dosadı́me do prvnı́ rovnice: 𝑥 + 3 ⋅ (2) − 2 ⋅ (3) + (−1) = 0 𝑥 = 1 .

X = ( 1 ; 2 ; 3 ; −1 )

Řešení 2. Jordanova metoda

Výše uvedený zpětný chodmůžeme provádět přıḿo v již upravenématici, kterou převedeme

na matici jednotkovou. Tento postup (modi ikaci Gaussovy metody) nazýváme jak již bylo

dřıv́e uvedenometodou Jordanovou.

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3 −2 1 0 3

0 −1 1 1 0 1

0 0 1 −6 9 4

0 0 0 6 −6 0

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑣

∶ 6

∼
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∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3 −2 1 0 3

0 −1 1 1 0 1

0 0 1 0 3 4

0 0 0 1 −1 0

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖 − 𝑖𝑣

𝑖𝑖 − 𝑖𝑣
∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3 −2 0 1 3

0 −1 1 0 1 1

0 0 1 0 3 4

0 0 0 1 −1 0

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖 + 2 ⋅ 𝑖𝑖𝑖

𝑖𝑖 − 𝑖𝑖𝑖
∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3 0 0 7 11

0 −1 0 0 −2 −3

0 0 1 0 3 4

0 0 0 1 −1 0

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖 + 3 ⋅ 𝑖𝑖

⋅(−1)
∼

∼

⎡
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0 1 2

0 1 0 0 2 3

0 0 1 0 3 4

0 0 0 1 −1 0

⎤
⎥
⎥
⎦

⟹ X =

⎡
⎢
⎢
⎣

1

2

3

−1

⎤
⎥
⎥
⎦
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2.2. Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo můžemepoužı́t, jestliže soustava n rovnic o n neznámých (soustava

má čtvercovou matici) má determinant soustavy různý od nuly (D ≠ 0 ⇒matice soustavy

je regulárnı́). Potommá tato soustava právě jedno řešenı́, které lze psát ve tvaru

𝑥 =
D

D
(𝑖 = 1, 2, … , 𝑛) (8)

kde D jsou determinanty matice, která vznikne z matice soustavy tak, že v nı́ sloupec i nahra-

dıḿe sloupcem pravých stran soustavy.

Dopředu musı́me při použitı́ této metody rozhodnout (napřı́klad za využitı́ Frobeniovy věty), zda

daná soustava rovnic je jednoznačně řešitelná. K tomu většinou určujeme hodnost matice soustavy a

hodnost rozšı́řené matice soustavy Gaussovou eliminacı.́ Proto bývá výhodnějšı́, použı́t i zpětný chod

Gaussovy metody postupných eliminacı́ a dohledat řešenı́ systému rovnic většinou jednodušeji.

Omezení metody: Lze použı́t pouze u soustav, které majı́ jediné řešenı́ a navı́c počet neznámých odpo-

vıd́á počtu rovnic.

Typické použitı́ metody je v přı́padě nehomogenních soustav s regulární maticí.
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Cvičení — Cramerovo pravidlo

Řešte soustavu lineárních rovnic (16)

𝑥 + 2𝑦 = 3

4𝑥 + 5𝑦 = 6

Řešení:

𝑥 =

3 2

6 5

1 2

4 5

=
3 ⋅ 5 − 2 ⋅ 6

1 ⋅ 5 − 2 ⋅ 4
=

3

−3
= −1

𝑦 =

1 3

4 6

1 2

4 5

=
1 ⋅ 6 − 3 ⋅ 4

1 ⋅ 5 − 2 ⋅ 4
=
−6

−3
= 2
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2.3. Řešení soustav lineárních algebraických rovnic pomocí inverzní matice

Jak se řešı́maticová rovnice bylo probı́ráno v tématu o maticı́ch. Přı́klad, kdy soustavu zapı́šeme ma-

ticově a využijeme postupu diskutovaného dřıv́e, bude uveden v následujı́cı́m cvičenı́.

Dopředu musı́me při použitı́ této metody rozhodnout (napřı́klad za využitı́ Frobeniovy věty), zda

daná soustava rovnic je jednoznačně řešitelná. K tomu většinou určujeme hodnost matice soustavy a

hodnost rozšı́řené matice soustavy Gaussovou eliminacı.́ Proto bývá výhodnějšı́, použı́t i zpětný chod

Gaussovy metody postupných eliminacı́ a dohledat řešenı́ systému rovnic většinou jednodušeji.

Omezení metody: Lze použı́t pouze u soustav, které majı́ jediné řešenı́ a navı́c počet neznámých odpo-

vıd́á počtu rovnic.

Typické použitı́ metody je v přı́padě nehomogenních soustav s regulární maticí.
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Cvičení — Pomocí inverzní matice

Řešte soustavu lineárních rovnic (16)

𝑥 + 2𝑦 = 3

4𝑥 + 5𝑦 = 6

Řešení: Soustavu 16 zapı́šeme maticově

1 2

4 5
•

𝑥

𝑦
=

3

6

A • X = B | • A (zleva)

A • A • X = A • B (protože: A • A = E)

X = A • B (protože: E • X = X)

𝑥

𝑦
=

1 2

4 5
•

3

6

Nynı́ určı́me inverznı́ matici A k matici A (zopakujeme si dvě metody).

1. postupem: [ A | E | ∑ ] ∼ [ E | A | ∑ ]

1 2 1 0 4

4 5 0 1 10 𝑖𝑖 − 4 ⋅ 𝑖
∼

1 2 1 0 4

0 −3 −4 1 −6 ∶ (−3)
∼

∼
1 2 1 0 4

0 1 2

𝑖 − 2 ⋅ 𝑖𝑖
∼

1 0 0

0 1 2
⟹ A =
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2. pomocı́ adjungované matice k matici A =
1 2

4 5

A =
1

1 2

4 5

⋅
(−1) ⋅ (5) (−1) ⋅ (4)

(−1) ⋅ (2) (−1) ⋅ (1)
=

1

1 ⋅ 5 − 2 ⋅ 4
⋅

5 −4

−2 1
=

=
1

−3
⋅

5 −2

−4 1
=

Potom

𝑥

𝑦
= •

3

6
=

− ⋅ 3 + ⋅ 6

⋅ 3 − ⋅ 6
=

−5 + 4

4 − 2
=

−1

2
⟹

𝑥 = −1

𝑦 = 2
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Funkce, elementární funkce
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Základnı́ vztahy pro sinus a kosinus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

Tangens: y = tg x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

Kotangens: y = cotg x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
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Historická poznámka

Každodennı́ skušenosti svědčı́ o tom, že v přı́rodě i společnosti neustále probıh́ajı́ změny; již řecký i-

lozof Hérakleitos z Efesu hlásal, že se vše měnı́. Cı́lem lidského poznánı́ je nalezenı́ přı́čin těchto změn

a jejich vzájemnou souvislost. Jestliže při studiu nějakého jevu věnujeme pozornost dvěma veličinám,

často zjistı́me, že mezi nimi existuje závislost následujı́cı́ho druhu: Pokud nabude jedna proměnná (ne-

závisle proměnná, argument) určité hodnoty, nabude druhá proměnná (závisle proměnná, funkce)

také určité hodnoty. 12

WikipediE

Funkce je v matematice 13 název pro zobrazenı́ 14 z nějaké množiny M do množiny čı́sel (většinou

reálných nebo komplexnı́ch), nebo do vektorů (pak se mluvı́ o vektorové funkci).

Funkci zapisujeme: 𝑦 = 𝑓(𝑥) . Je to tedy předpis, který každému prvku 𝑥 z množiny 𝑀

jednoznačně přiřadí nějaké číslo 𝑦 nebo vektor (hodnotu funkce).

M nazýváme de iničním oborem funkce. Pokud nenı́ při zadánı́ funkce uveden de iničnı́ obor, pak se

za de iničnı́ obor obvykle považuje množina všech nezávisle proměnných, pro něž má funkce smysl.

Množinu všech čı́sel 𝑓(𝑥) , takových, že 𝑥 ∈ 𝑀 , nazýváme oborem hodnot dané funkce.

12 V ̌ , J. Základy mathematiky. Jednota českých mathematiků a fysiků 1916, Praha, str. 5.
13 Zdroj ⟨http://cs.wikipedia.org/wiki/Funkce_(matematika)⟩, citováno 3. 10. 2012.
14 Zobrazenı́ je vmatematice předpis, jak přiřazovat prvkůmnějakémnožiny jednoznačně prvkyobecně jinémnožiny. Pojem

zobrazenı́ má většinou stejný význam jako pojem funkce. Název funkce se však častěji použıv́á speciálně pro zobrazenı́

do čı́selných množin.

http://cs.wikipedia.org/wiki/H%C3%A9rakleitos_z_Efesu
http://cs.wikipedia.org/wiki/Funkce_(matematika)
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1. Pojem funkce (jedné reálné proměnné) a způsoby jejího zadávání

Funkce 𝑦 = 𝑓(𝑥) je předpis, který každému čıślu 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) jednoznačně přiřadı́

(tedy existuje pouze jedno) čı́slo 𝑦 ∈ 𝐻(𝑓). 𝐷(𝑓) nazýváme de iniční obor funkce 𝑓;

𝐻(𝑓) nazýváme obor hodnot funkce 𝑓.

Všechny body o souřadnicı́ch [𝑥; 𝑓(𝑥)] tvořı́ graf funkce.

1. De iničnı́ obor𝐷(𝑓) jsou tedy všechna čıśla (hodnotyargumentu, nebo téžnezávisleproměnné)

𝑥, která můžeme do funkce 𝑦 = 𝑓(𝑥) dosadit a obor hodnot 𝐻(𝑓) jsou všechna čı́sla (hodnoty

funkce, funkční hodnoty, nebo též hodnoty závisle proměnné) 𝑦, která nám po dosazenı́ mohou

vyjıt́.

2. Je zvykem zapisovat funkce rovnostı́ 𝑦 = 𝑓(𝑥) 15

(čti: „𝑦 ́ 𝑒𝑓 𝑥“), čı́mž se mı́nı́, že 𝑦 je to čı́slo, které je funkcı́ 𝑓 přiřazeno čıślu 𝑥.

Třebaže je mezi symboly 𝑓, 𝑓(𝑥) věcný rozdı́l 16, nebudeme se rozpakovat mluvit o „funkci

𝑓(𝑥)“ mı́sto o „funkci 𝑓“.

15 Slovo funkce (lat. functio) použil ve smyslu závislosti Gottfried Wilhelm von Leibniz koncem 17. stoletı́. Johann Bernoulli

a Leonhard Paul Euler de inovali počátkem 18. stoletı́ funkci jako analytický výraz složený z nezávisle proměnné a kon-

stant; Euler poprvé použil označenı́ ( ). Výše uvedeným způsobem zavedl pojem funkce roku 1837 Johann Peter Gustav

Lejeune Dirichlet.
16 je funkce; ( ) je hodnota funkce v argumetu (čı́sle, bodě)

http://cs.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Wilhelm_von_Leibniz
http://cs.wikipedia.org/wiki/Johann_Bernoulli
http://cs.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
http://cs.wikipedia.org/wiki/Dirichlet
http://cs.wikipedia.org/wiki/Dirichlet
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3. Upřevážné většiny funkcı́ zapisujemehodnotu argumetudokulatých závorek, abychomodlišili, že

se nejedná o násobenı́ (𝑓𝑥 = 𝑓 ⋅𝑥). Pouze u několika speciálnı́ch funkcı́ (např.: sin 𝑥) se historicky

ustálil zvyk psát argument bez závorek.

Způsoby zadání funkce

1.1. Analyticky

𝑦 = 5 − (𝑥 − 3)

explicitní funkce implicitní funkce parametrická funkce

𝑦 = −𝑥 + 6𝑥 − 4 𝑥 − 6𝑥 + 𝑦 + 4 = 0
𝑥 = 𝑡 + 3

𝑦 = 5 − 𝑡

Nejobvyklejšı́m způsobem pro určenı́ funkce je de inice funkce pomocı́ „vzorce“.

• Analytickým předpisem (viz předchozı́ bı́lý obdélnı́k) rozumı́me zadánı́ funkce ve formě

𝑦 = 𝑓(𝑥). Pak řı́káme, že funkce je zadána explicitním vyjádřením (explicitní funkce).

• Funkci můžeme vyjádřit také v implicitním tvaru

(implicitní funkce) jako 𝐹(𝑥; 𝑦) = 0.

• Dalšı́m způsobem je zápis v parametrickém tvaru

(parametrická funkce) soustavou rovnic 𝑥 = 𝑓 (𝑡), 𝑦 = 𝑓 (𝑡), kde 𝑡 je vhodný parametr.

Výhody: Jednoduše zapı́šeme funkčnı́ hodnoty. Napřı́klad symboly 𝑓(0), 𝑓(2), 𝑓(−3), 𝑓( ), 𝑓(−√2)

znamenajı́ hodnoty, kterých funkce 𝑓 nabude v čı́slech 0, 2,−3, ,−√2.

Nevýhody: Malá názornost. Ze vzorce bez počı́tánı́ v podstatě jen obtı́žně poznáme, jak seměnı́ funkčnı́

hodnota při změně argumentu.
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1.2. Graficky

𝑦 = −𝑥 + 6𝑥 − 4, pro 𝑥 ∈ ⟨1; 6⟩

Výhody: Velmi názorné.

Nevýhody: Hodnoty lze odečı́tat jen s chybou způsobenou nepřesnostı́ zařı́zenı,́ které graf vykreslilo, či

lidským okem.

1.3. Tabulkou (výčtem hodnot)

𝑥 1 2 3 4 5 6

𝑦 = −𝑥 + 6𝑥 − 4 1 4 5 4 1 -4

Výhody: Ke každé hodnotě argumentu, která je v tabulce uvedena, nalézáme ihned přı́slušnou hodnotu

funkce (bez jakéhokoliv výpočtu či měřenı́).

Nevýhody: Funkci nelze určit plně. Vyskytujı́ se hodnoty argumentu, které nejsou v tabulce uvedeny.

Malá názornost. Z tabulky poměrně těžko poznáme, jak se měnı́ funkčnı́ hodnota při změně argu-

mentu.
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2. Vlastnosti funkcí

Ohraničená funkce (omezená funkce).

Funkce 𝑓 je na intervalu 𝐼 ohraničená zdola (obr. 1), když existuje takové čı́slo 𝐾, že pro každé

𝑥 ∈ 𝐼 platı́ 𝑓(𝑥) ≥ 𝐾.

Funkce 𝑓 je na intervalu 𝐼 ohraničená shora (obr. 1), když existuje takové čı́slo 𝐿, že pro každé

𝑥 ∈ 𝐼 platı́ 𝑓(𝑥) ≤ 𝐿.

Funkce 𝑓 je na intervalu 𝐼 ohraničená (obr. 2), je-li na intervalu 𝐼 ohraničená zdola i shora.

Obrázek 1: Převzat z [5]

Funkce ohraničená zdola
Funkce ohraničená shora
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Obrázek 2: Převzat z [5]

Ohraničená funkce

Určete, zda funkcde 𝑓 ∶ 𝑦 = , 𝑥 ∈ ℝ, je ohraničená.

Zlomek nejprve upravı́me následujı́cı́m způsobem.

𝑥 − 1

𝑥 + 1
=
𝑥 + (−1)

𝑥 + 1
=
𝑥 + (1 − 2)

𝑥 + 1
=
(𝑥 + 1) − 2

𝑥 + 1
=
𝑥 + 1

𝑥 + 1
+

−2

𝑥 + 1
= 1 +

−2

𝑥 + 1
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Dále využijeme toho, že pro každé 𝑥 ∈ ℝ platı́: 1 ≤ 𝑥 + 1. Potom

0 ≤
1

𝑥 + 1
≤ 1 | .(−2)

0 ≥
−2

𝑥 + 1
≥ −2 | +1

1 ≥
−2

𝑥 + 1
+ 1 =

𝑥 − 1

𝑥 + 1
≥ −1

Vidıḿe tedy, že funkce 𝑓 je ohraničená a navı́c jsme určili hranice. Spodnı́ hranice𝐾 = −1, hornı́ hranice

𝐿 = 1.

Monotónní funkce Je-li funkce rostoucı́, klesajı́cı́, neklesajı́cı́ nebo nerostoucı́, řı́káme, že je

monotónnı́ (obr. 3). Speciálně je-li rostoucı́ nebo klesajı́cı́, řı́káme, že je ryze monotónní.

Funkce 𝑓 je na intervalu 𝐼 rostoucí, když pro libovolné dva body 𝑥 ; 𝑥 ∈ 𝐼, kde 𝑥 < 𝑥 , platı́

𝑓(𝑥 ) < 𝑓(𝑥 ).

Funkce 𝑓 je na intervalu 𝐼 neklesající, když pro libovolné dva body 𝑥 ; 𝑥 ∈ 𝐼, kde 𝑥 < 𝑥 , platı́

𝑓(𝑥 ) ≤ 𝑓(𝑥 ).

Funkce 𝑓 je na intervalu 𝐼 klesající, když pro libovolné dva body 𝑥 ; 𝑥 ∈ 𝐼, kde 𝑥 < 𝑥 , platı́

𝑓(𝑥 ) > 𝑓(𝑥 ).

Funkce 𝑓 je na intervalu 𝐼 nerostoucí, když pro libovolné dva body 𝑥 ; 𝑥 ∈ 𝐼, kde 𝑥 < 𝑥 , platı́

𝑓(𝑥 ) ≥ 𝑓(𝑥 ).
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Obrázek 3: Převzat z [5]
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Zřejmě každá rostoucı́ funkce je i neklesajı́cı́ a každá klesajı́cı́ funkce je i nerostoucı́ (obr. 3). Opak

ovšem neplatı́ (monotónnı́ funkce mohou být na nějakém intervalu konstantnı́).

Zatıḿ nemáme vhodné prostředky na ověřovánı́ monotonie (ty budememı́t k dispozici až budeme

probı́rat průběh funkce), proto si uvedeme pouze několik velmi jednoduchých přı́kladů, kde situace

bude zřejmá.

Vyšetřete monotonii následujı́cı́ch funkcı́:

a) 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 , 𝑥 ∈ ⟨0;∞)

Řešení: Vyberme libovolné dva body 𝑥 ; 𝑥 ∈ ⟨0;∞), 𝑥 < 𝑥 . Pak (vzhledem k tomu, že 𝑥 , 𝑥

jsou nezáporná čı́sla) je 𝑥 < 𝑥 ; pak také 𝑓(𝑥 ) < 𝑓(𝑥 ), a tedy 𝑓 je rostoucı́ — viz obr. 4 a).

b) 𝑔 ∶ 𝑦 = 𝑥 , 𝑥 ∈ (−∞; 0⟩

Řešení: Nechť (vyberme libovolné dva body) 𝑥 ∈ (−∞; 0⟩, 𝑥 < 𝑥 . Pak je 𝑥 > 𝑥 , a také

𝑔(𝑥 ) > 𝑔(𝑥 ), a tedy 𝑔 je klesajı́cı́ — viz obr. 4 b).

c) ℎ ∶ 𝑦 = 𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ

Řešení: Vzhledem k předchozı́m výsledkům vı́me, že funkce ℎ je klesajı́cı́ na intervalu (−∞; 0⟩ a

rostoucı́ na intervalu ⟨0;∞). Z toho vyplývá, že na intervalu (−∞;∞) funkce ℎ nenı́ monotónnı́.

Grafem funkce ℎ je parabola — viz obr. 4 c).
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Obrázek 4: Převzat z [5]
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d) 𝑘 ∶ 𝑦 =
1

𝑥
, 𝑥 ∈ (0;∞)

Řešení: Nechť 𝑥 ; 𝑥 ∈ (0;∞), 𝑥 < 𝑥 . Pak je
1

𝑥
>

1

𝑥
; tedy 𝑘(𝑥 ) > 𝑘(𝑥 ) a proto je funkce 𝑘 je

klesajı́cı́ — viz obr. 4 d).

e) 𝑙 ∶ 𝑦 =
1

𝑥
, 𝑥 ∈ (−∞; 0)

Řešení:Nechť 𝑥 ; 𝑥 ∈ (−∞; 0), 𝑥 < 𝑥 . Pak je
1

𝑥
>

1

𝑥
; tedy 𝑙(𝑥 ) > 𝑙(𝑥 ) a proto je funkce 𝑙 je

klesajı́cı́ — viz obr. 4 e).

f) 𝑚 ∶ 𝑦 =
1

𝑥
, 𝑥 ∈ (−∞; 0) ∪ (0;∞) což také můžeme zapsat následovně: 𝑥 ∈ ℝ ∖ {0}

Vzhledem k předchozı́m výsledkům vı́me, že funkce𝑚 je na intervalu (−∞; 0) klesajıćı́ a na inter-

valu (0;∞) také klesajı́cı́. Ve svém de iničnı́m oboru 𝐷(𝑚) = (−∞; 0) ∪ (0;∞) však nenı́ klesajı́cı́

(napřı́klad dvojice bodů −3; 3 nesplňuje podmı́nku pro klesajı́cı́ fnkce, neboť platı́ −3 < 3, ale

− < ). Grafem funkce𝑚 je rovnoosá hyperbola — viz obr. 5.

Prostá funkce je taková funkce, pro niž také ke každému 𝑦 ∈ 𝐻(𝑓) patřı́ jediné 𝑥 ∈ 𝐷(𝑥).

1. Ověřujeme-li, zda funkce 𝑓 je prostá, využıv́áme často ekvivalentnı́ podmı́nku: Jestliže pro

𝑥 ; 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) platı́, že 𝑓(𝑥 ) = 𝑓(𝑥 ) , pak musı́ být 𝑥 = 𝑥 .
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Obrázek 5: Převzat z [5]

Rovnoosá hyperbola

2. Z dřıv́e uvedeného vyplývá, že funkce f je prostá právě tehdy (a jen tehdy), když libovolná

rovnoběžka s osou x protne graf funkce f nejvýše jednou (tj. vůbec graf neprotne nebo

protne právě jednou).
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Všimněte si, že každá ryze monotónnı́ funkce je prostá (nemůže mı́t v různých bodech stejnou funkč-

nı́ hodnotu), ale opak neplatı́. Ne každá prostá funkce musı́ být nutně monotónnı́. Toto tvrzenı́ demon-

struje třeba funkce 𝑚 z předchozı́ho přı́kladu. Zjistili jsme, že funkce 𝑚 nenı́ monotónnı́, ale očividně

libovolná rovnoběžka s osou 𝑥 protne jejı́ graf nejvýše jednou (osa 𝑥 jej neprotne vůbec, každá jiná rov-

noběžka jej protne přesně v jednom bodě — viz bod 𝐴 na obrázku 5)

Prokažte, že funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = (𝑥 − 1) + 7, 𝑥 ∈ (1;∞) je prostá.

Řešení: K důkazu použijeme zmı́něnou ekvivalentnı́ podmı́nku (tak zvaný nepřímý důkaz):

Jestliže pro 𝑥 ; 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) platı́, že 𝑓(𝑥 ) = 𝑓(𝑥 ), pak musı́ být 𝑥 = 𝑥 .

Nechť 𝑥 ; 𝑥 ∈ (1;∞) a zároveň 𝑓(𝑥 ) = 𝑓(𝑥 ) . Pak postupnými úpravami dostáváme:

(𝑥 − 1) + 7 = (𝑥 − 1) + 7 |−7

(𝑥 − 1) = (𝑥 − 1) | √

(𝑥 − 1) = (𝑥 − 1) (protože 𝑥 − 1 > 0 a 𝑥 − 1 > 0)

𝑥 = 𝑥

Tı́m jsme dokázali, že funkce 𝑓 je prostá.

Pozor! Vezmeme-li funkci se stejným předpisem a jiným de iničnı́m oborem, tak již nemusı́ být prostá.

Napřı́klad funkce 𝑔 ∶ 𝑦 = (𝑥−1) +7, 𝑥 ∈ ℝ nenı́ prostá, protože lze nalézt alepoň jednu dvojici

hodnot 𝑥 ≠ 𝑥 takových, že 𝑔(𝑥 ) = 𝑔(𝑥 ).

Jedna z (mnoha) možnostı́: 𝑥 = 0, 𝑥 = 2 ⟹ 𝑔(0) = 8 = 𝑔(2).
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Sudá a lichá funkce

Tyto dvě vlastnosti se týkajı́ určité souměrnosti grafu funkce. Budeme uvažovat takovou funkci 𝑓, jejı́ž

de iničnı́ obor 𝐷(𝑓) je souměrný vzhledem k počátku (soustavy souřadnic). Tedy s každým číslem 𝑥

současně obsahuje i opačné číslo−𝑥. Pak má smysl porovnávat funkčnı́ hodnoty 𝑓(𝑥) a 𝑓(−𝑥).

Funkce 𝑓 se nazývá sudá, jestliže platı́

• pokud 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓), pak−𝑥 ∈ 𝐷(𝑓),

• 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥) pro každé 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓).

Funkce 𝑓 se nazývá lichá, jestliže platı́

• pokud 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓), pak−𝑥 ∈ 𝐷(𝑓),

• 𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) pro každé 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓).

Z uvedených podmı́nek vyplývá: graf sudé funkce je souměrný podle osy 𝑦;

graf liché funkce je souměrný podle počátku.

Obecně funkce nemusı́ být ani sudá ani lichá.

Všimněte si, že funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = 0 je zároveň sudá i lichá naℝ.
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Ověřte sudost či lichost následujı́cı́ch funkcı́:

a) 𝑔 ∶ 𝑦 =
1 − 𝑥

1 + 𝑥
, 𝑥 ∈ ℝ.

Řešení: Nechť 𝑥 ∈ ℝ. Pak 𝑔(−𝑥) =
1 − (−𝑥)

1 + (−𝑥)
=
1 − 𝑥

1 + 𝑥
= 𝑔(𝑥) .

Tedy 𝑔 je sudá funkce. Graf funkce 𝑔 je na následujı́cı́m obrázku, který je převzat z [5].

b) 𝑓 ∶ 𝑦 =
𝑥

𝑥 + 1
, 𝑥 ∈ ℝ.

Řešení: Nechť 𝑥 ∈ ℝ. Pak 𝑓(−𝑥) =
(−𝑥)

(−𝑥) + 1
=

−𝑥

𝑥 + 1
= −

𝑥

𝑥 + 1
= −𝑓(𝑥) .

Tedy 𝑓 je lichá funkce. Graf funkce 𝑓 je na následujı́cı́m obrázku, který je převzat z [5].
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c) ℎ ∶ 𝑦 =
1 + 𝑥

1 + 𝑥
, 𝑥 ∈ ℝ.

Řešení: Nechť 𝑥 ∈ ℝ. Pak ℎ(−𝑥) =
1 + (−𝑥)

1 + (−𝑥)
= −

−1 + 𝑥

1 + 𝑥
.

Což nenı́ rovno ani předpisu původnı́ funkce ℎ(𝑥) =
1 + 𝑥

1 + 𝑥
, ani výrazu −ℎ(𝑥) =

1 + 𝑥

1 + 𝑥
, proto

ℎ nenı́ ani sudá ani lichá funkce.

Jejı́ graf je na následujı́cı́m obrázku, který je převzat z [5].
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Periodická funkce

Nechť f je funkce a p > 0 je reálné čı́slo. Předpokládejme, že de iničnı́ obor 𝐷(𝑓) s každým

čıślem 𝑥 obsahuje i čı́slo 𝑥 + 𝑝 .

Pak ovšem musı́ obsahovat i čı́slo (𝑥 + 𝑝) + 𝑝 = 𝑥 + 2𝑝 , (𝑥 + 2𝑝) + 𝑝 = 𝑥 + 3𝑝 atd.

Rekneme, že funkce 𝑓 je periodická s periodou 𝑝 (𝑝 ∈ ℝ ) , jestliže platı́

• pokud 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓), pak také 𝑥 + 𝑝 ∈ 𝐷(𝑓),

• 𝑓(𝑥 + 𝑝) = 𝑓(𝑥) pro každé 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓).

Jinými slovy. V bodechmajı́cı́ch od sebe vzdálenost 𝑝 jsou stejné funkčnı́ hodnoty. Tedy stačı́ znát graf

funkce 𝑓 na nějakém intervalu délky 𝑝 a graf celé funkce dostaneme „kopı́rovánı́m“ této části, kterou

posouváme o délku 𝑝 vpravo nebo vlevo (vlevo jen pokud to de iničnı́ obor připouštı́).

Funkce periodická s periodou 𝑝 je též periodická s periodou 𝑘 ⋅ 𝑝, 𝑘 ∈ ℕ (𝑘 je přirozené čı́slo). Pokud

existuje nejmenšı́ perioda, nazývá se základní perioda—viz obr. 6.

Nejznámějšı́ periodické funkce jsou funkce goniometrické. Napřıḱlad

sinus a kosinusmajı́ základnı́ periodu 2π;

funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = sin 3𝑥 má základnı́ periodu π;

obecně funkce 𝑓 ∶ sin𝑎𝑥, kde 𝑎 > 0 , má základnı́ periodu π.

Funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ je periodická funkce, která nemá základnı́ periodu.
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Obrázek 6: Periodické funkce

Základnı́ perioda 𝑝 = 3 Základnı́ perioda 𝑝 = 4

Ověřte, zda funkce sin 𝑥 má periodu 𝑝 = 2π .

Řešení: 𝑓(𝑥 + 𝑝) = sin (𝑥 + 2π) = sin 𝑥 ⋅ cos 2π + cos 𝑥 ⋅ sin 2π = sin 𝑥 ⋅ 1 + cos 𝑥 ⋅ 0 = sin 𝑥 = 𝑓(𝑥)

Tı́m jsme prokázali, že funkce sin 𝑥 má skutečně periodu 𝑝 = 2π .
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Nakreslete graf periodické funkce 𝑓 , jejı́ž perioda je 𝑝 = 2 a de iničnı́ obor

𝐷(𝑓) = ℝ , jestliže vı́te, že:

𝑓(𝑥) =

−1 pro 𝑥 ∈ (−1; 0);

0 pro 𝑥 = −1 a 𝑥 = 0;

1 pro 𝑥 ∈ (0; 1).

Obrázek je převzat z [5]

Řešení: Protože funkce 𝑓 má mı́t periodu 2 (vzdálenost −1 od 1 je 2), stačı́ nakreslit jejı́ graf na

intervalu ⟨−1; 1) a dále jej kopı́rovat vpravo a vlevo vždy po posunutı́ o 2.

Uvědomte si, že 𝑓(1) již nelze zadat libovolně, protože musı́ platit 𝑓(−1) = 𝑓(1) , neboť vzdá-

lenost−1 a 1 je právě 2.
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Další vlastnosti funkcí

Funkce 𝑓 je na intervalu 𝐼 kladná, když pro každé 𝑥 ∈ 𝐼, platı́ 𝑓(𝑥) > 0. Viz obr. 4 d).

Funkce 𝑓 je na intervalu 𝐼 nekladná, když pro každé 𝑥 ∈ 𝐼, platı́ 𝑓(𝑥) ≤ 0.

Funkce 𝑓 je na intervalu 𝐼 záporná, když pro každé 𝑥 ∈ 𝐼, platı́ 𝑓(𝑥) < 0. Viz obr. 4 e).

Funkce 𝑓 je na intervalu 𝐼 nezáporná, když pro každé 𝑥 ∈ 𝐼, platı́ 𝑓(𝑥) ≥ 0. Viz obr. 4 a),b),c).

2.1. Kořen funkce

Kořen funkce je takové čı́slo a , pro něž platı́: 𝑓(𝑎) = 0 .

Kořen funkce 𝑓(𝑥) , nebo také nulový bod funkce, je tedy takový bod na ose x , kterým graf

funkce 𝑓(𝑥) buď procházı́ z jedné strany osy na druhou, nebo se osy v tomto bodě dotýká (tečný

bod). Má-li funkce tentýž kořen vı́cekrát, hovořı́me o násobném kořenu.

Výraz x – a nazýváme kořenovým činitelem.
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3. Operace s funkcemi

Součet funkcí 𝑓+𝑔 je taková funkce, pro kterou platı́: [𝑓+𝑔](𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)

pro 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) ∩ 𝐷(𝑔).

Je třeba si uvědomit, že ve vztahu [𝑓+𝑔](𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) vystupuje symbol PLUS ve dvou různých

významech. Na levé straně rovnosti znamená operaci mezi funkcemi (funkcı́m 𝑓 a 𝑔 je přiřazena funkce

𝑓+𝑔) a na pravé straně rovnosti má význam součtu dvou reálných čı́sel 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥). V praxi ovšem

většinou použıv́áme jeden stejný symbol (nerozlišujeme + a+). Obdobně pro ostatnı́ operace.

Rozdíl funkcí 𝑓–𝑔 je taková funkce, pro kterou platı́: [𝑓–𝑔](𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)

pro 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) ∩ 𝐷(𝑔).

Součin funkcí 𝑓 • 𝑔 je taková funkce, pro kterou platı́: [𝑓 • 𝑔](𝑥) = 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥)

pro 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) ∩ 𝐷(𝑔).

V přı́padě součinu dvou funkcı́ často mı́sto f • g pıš́eme pouze f g .

Speciálnı́m přı́padem součinu dvou funkcı́ je součin konstanty a funkce, tedy pro 𝑐 ∈ ℝ dostáváme

[𝑐 • 𝑓](𝑥) = 𝑐 ⋅ 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓).

Podíl funkcí 𝑓/𝑔 je taková funkce, pro kterou platı́: [𝑓/𝑔](𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
pro 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) ∩ 𝐷(𝑔) ∖ {𝑧 ∈ ℝ ∶ 𝑔(𝑧) = 0}.
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Absolutní hodnota funkce |𝑓| je funkce, kterou zavádı́me předpisem: |𝑓|(𝑥) = |𝑓(𝑥)|

pro 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓).

3.1. Skládání funkcí

Nynı́ probereme dalšı́ operaci s funkcemi, kterou je skládánı́ funkcı́. Uvažujme dvě funkce f a g. Funkce

f každému prvku 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) přiřadı́ prvek 𝑦 = 𝑓(𝑥) ∈ 𝐻(𝑓). Jestliže tento prvek y náležı́ de iničnı́mu

oboru funkce g (platı-́li 𝑦 ∈ 𝐷(𝑔)), pak jej funkce g zobrazı́ na prvek 𝑧 = 𝑔(𝑦) ∈ 𝐻(𝑔). Přitom platı́:

𝑧 = 𝑔(𝑦) = 𝑔[𝑓(𝑥)].

Dostáváme tedy novou funkci, která prvku x přiřazuje prvek 𝑧 = 𝑔[𝑓(𝑥)].

Složenou funkcí 𝑔 ∘ 𝑓 nazýváme funkci danou předpisem

[𝑔 ∘ 𝑓](𝑥) = 𝑔[𝑓(𝑥)] , kde 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) ∧ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐷(𝑔) .

Funkci f nazýváme vnitřní složka a funkci g nazýváme vnější složka složené funkce 𝑔 ∘ 𝑓 .

Zápis 𝑔 ∘ 𝑓 čteme: „𝑔 𝑓“ nebo „𝑔 ̌ 𝑓“ nebo „ 𝑓 𝑔“ .

Poznamenejme, že mı́sto obecného zápisu 𝑦 = 𝑓(𝑥) použıv́áme v konkrétnıćh přıṕadech i jiný

zápis. Napřı́klad: 𝑓 ∶ 𝑦 = 3 sin(2 𝑥 + 1) (kdy řıḱáme, že funkce f je dána předpisem) považuje-

me (nepřesně) za totéž, co 𝑓(𝑥) = 3 sin(2 𝑥 + 1) i když teď řı́káme, jak určit funkční hodnotu

v konkrétnı́m čı́sle x .
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Určete funkci 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑔[𝑓(𝑥)] , která vznikne složenı́m funkcı́ 𝑓 ∶ 𝑦 = 3 sin(2 𝑥 + 1) a

𝑔 ∶ 𝑦 = 4𝑥 + 3𝑥 + 2 .

Řešení: Je zřejmé, že 𝐷(𝑓) = ℝ a 𝐻(𝑓) = ⟨−3 ; 3⟩ ⊂ 𝐷(𝑔) = ℝ .

Potom (jak jsme si ukazovali na předchozı́ straně v poznámce) můžeme

funkčnı́ hodnotu funkce g v čı́sle označeném [×] , vypočı́tat: 𝑔([×]) = 4[×] + 3[×] + 2 .

Stejně tak můžeme určit funkčnı́ hodnotu funkce f v čı́sle x : 𝑓(𝑥) = 3 sin(2 𝑥 + 1) .

Nynı́ stačı́, když za čı́slo × dosadı́me funkčnı́ hodnotu 𝑓(𝑥) .

𝑔[×] = 𝑔[𝑓(𝑥)] = 4 [3 sin(2 𝑥+1)] +3 [3 sin(2 𝑥+1)]+2 = 36 [sin(2 𝑥+1)] +9 sin(2 𝑥+1)]+2

Analogicky budeme postupovat i v přı́padě 𝑓[𝑔(𝑥)] .

Je zřejmé, že 𝐷(𝑔) = ℝ a 𝐻(𝑔) = ⟨ ; ∞) ⊂ 𝐷(𝑓) = ℝ .

Potom 𝑓[⋆] = 3 sin(2 [⋆] + 1) a 𝑔(𝑥) = 4𝑥 + 3𝑥 + 2

𝑓[⋆] = 𝑓[𝑔(𝑥)] = 3 sin(2 [4 𝑥 + 3𝑥 + 2] + 1) = 3 sin(8 𝑥 + 6𝑥 + 5)

Určete složenou funkci 𝑔 ∘ 𝑓 z funkcı́ 𝑔(𝑡) ∶ 𝑦 = 2𝑡 + 1 a 𝑓(𝑥) ∶ 𝑡 = 𝑥 − 5 .

Řešení: Je zřejmé, že 𝐷(𝑓) = 𝐻(𝑓) = 𝐷(𝑔) = 𝐻(𝑔) = ℝ. Potom

[𝑔 ∘ 𝑓](𝑥) = 𝑔[𝑓(𝑥)] = 𝑔(𝑡) = 𝑔(𝑥 − 5) = 2(𝑥 − 5) + 1.
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Jsou-li složky složené funkce samy o sobě složenými funkcemi, dostáváme vı́cenásobně složenou

funkci. Napřı́klad pro trojnásobně složenou funkci, jejı́ž složky jsou f , g a h, platı́:

[ℎ ∘ 𝑔 ∘ 𝑓](𝑥) = ℎ {𝑔 [𝑓(𝑥)]}.

Při určovánı́ 𝐷(𝑔 ∘ 𝑓) , který je zřejmě obecně pouze částı́ 𝐷(𝑓) , musı́me vždy zvážit, která

𝑥 je možno vzít, abychom mohli 𝑓(𝑥) dosadit do předpisu pro funkci 𝑔 .

Jsou dány funkce 𝑓(𝑥) ∶ 𝑦 = 3 − 2𝑥 a 𝑔(𝑦) ∶ 𝑧 = ln𝑦 . Určete složenou funkci 𝑔 ∘ 𝑓 a jejı́

de iničnı́ obor.

Řešení: [𝑔 ∘ 𝑓](𝑥) = 𝑔[𝑓(𝑥)] = 𝑔(𝑦) = 𝑔(3 − 2𝑥) = ln(3 − 2𝑥) .

Hledaná funkce je tedy [𝑔 ∘ 𝑓](𝑥) ∶ 𝑧 = ln(3 − 2𝑥).

Nynı́ určeme de iničnı́ obor funkce 𝑔 ∘ 𝑓. Vı́me, že 𝐷(𝑓) = ℝ a 𝐷(𝑔) = (0;∞), protože přirozený

logaritmus (platı́ pro každý logaritmus) je de inován pouze pro kladné hodnoty argumentu (ne-

závisle proměnné). Chceme najı́t taková 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓), aby platilo, že 𝑓(𝑥) ∈ 𝐷(𝑔). Tedy hledáme čı́sla

𝑥 ∈ ℝ taková, že: 3 − 2𝑥 ∈ (0;∞). Tıḿ dostáváme jedinou podmı́nku

3 − 2𝑥 > 0 ⟹ 3 > 2𝑥 ⟹
3

2
> 𝑥 .

Tudı́ž 𝐷(𝑔 ∘ 𝑓) = −∞; .
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Platı́, že:

• složenı́m dvou prostých funkcı́ dostaneme funkci prostou;

• složenı́m dvou rostoucı́ch funkcı́ dostaneme rostoucı́ funkci;

• složenı́m dvou klesajı́cı́ch funkcı́ dostaneme rostoucı́ funkci;

• složenı́m funkce rostoucı́ a klesajı́cı́ (v libovolném pořadı́) dostaneme funkci klesajı́cı́;

• složenı́m dvou sudých funkcı́ dostaneme sudou funkci;

• složenı́m dvou lichých funkcı́ dostaneme lichou funkci;

• složenı́m funkce sudé a liché (v libovolném pořadı)́ dostaneme sudou funkci.
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3.2. Inverzní funkce

Funkce f a funkce g jsou k sobě inverznı́, platı́-li: 𝑓[𝑔(𝑥)] = 𝑔[𝑓(𝑥)] = 𝑥 .

Funkci 𝑔(𝑥) obvykle označujeme 𝑓 (𝑥) . Přitom platı́: 𝐷(𝑓) = 𝐻(𝑓 ) a

𝐷(𝑓 ) = 𝐻(𝑓) .

• Jestliže 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥) , pak také 𝑓(𝑥) = 𝑔 (𝑥) .

• Zdůrazněme, že 𝑓 (𝑥) je označenı́ pro inverznı́ funkci. V žádném přı́padě nečteme

„𝑒𝑓 ́ ́“. Nezaměňovat s mocninou záporného exponentu!

Pozor: 𝑓 ≠ , kde f označuje funkci !

• Kvůli praktickým výpočtům hodnot inverznı́ funkce označujeme nezávisle proměnnou ve funkci

f stále x a závisle proměnnou ve funkci f pı́smenem y . To ovšem samo o sobě

nenı́ podstatné. Fakt, že funkce 𝑓 je inverznı́ k funkci 𝑓 , závisı́ na tvaru těchto funkcı́ a

ne na pı́smenu, kterým označujeme nezávisle proměnnou.

K funkci f de inované na intervalu I , existuje inverznı́ funkce f právě tehdy, je-li

f na I prostá.

Jinak řečeno: je-li 𝑓 prostá, pak se lze jednoznačně dostat nejen zbodu x dobodu y (funk-

ce 𝑦 = 𝑓(𝑥) ), ale také naopak z bodu y do bodu x (funkce 𝑥 = 𝑓 (𝑦) ).
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Není-li funkce f prostá, zúžíme její de iniční obor tak, aby na něm prostá byla.
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Grafy funkce 𝑓 akní inverzní funkce 𝑓 jsounavzájemsouměrnépodle přímky y

= x (zmı́něnou přı́mku také nazýváme osou prvního a třetího kvadrantu).

Graf funkce 𝑓 je tvořen body v rovině tvaru

[𝑥; 𝑓(𝑥)] = [𝑥; 𝑦],

kdežto graf 𝑓 je tvořen body [𝑦; 𝑓 (𝑦)] = [𝑦; 𝑥].

Jestliže napřı́klad graf funkce 𝑓 obsahuje bod [2; 3] (tedy

𝑥 = 2 a 𝑦 = 3), což zapı́šeme 𝑓(2) = 3, bude graf funkce

𝑓 obsahovat bod [3; 2], (𝑦 = 3; 𝑥 = 2), protože musı́

pro inverznı́ funkci platit 𝑓 (3) = 2. Vyneseme-li hod-

notu 𝑥 funkce 𝑓 a funkce 𝑓 na osu 𝑥 a hodnotu 𝑦 obou

funkcı́ na osu 𝑦, dostaneme vlastně dvakrát totéž. Casto

ale chceme vynášet prvnı́ složku ve dvojici na vodorov-

nou osu (obvykle 𝑥) a druhou složku ve dvojici na svislou

osu (obvykle osu𝑦). Za tı́mto účelemvětšinouprovádıḿe

vzájemné přeznačení 𝑥 a 𝑦. Mı́sto 𝑥 = 𝑓 (𝑦) pak v no-

vém značenı́ pıš́eme 𝑦 = 𝑓 (𝑥). Což je v podstatě návod

na určovánı́ inverznı́ funkce.

Protože body [𝑥; 𝑦] a [𝑦; 𝑥] jsou souměrné podle osy prv-

nıh́o a třetı́ho kvadrantu (přıḿky 𝑦 = 𝑥), jsou také grafy

navzájem inverznı́ch funkcı́ souměrné (symetrické) pod-

le této přı́mky.

Převzat z [5]

Vzájemně inverznı́ funkce

V ekonomii se s inverznı́ funkcı́ setkáváme napřı́klad u křivky poptávky a inverznı́ křivky poptávky.
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Dvojice vzájemně inverzních funkcí využıv́áme napřı́klad při řešenı́ rovnic:

součet × rozdı́l 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 + 𝑎 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 − 𝑎 𝑥 + 𝑎 = 𝑏 ⇔ 𝑥 = 𝑏 − 𝑎

a, b jsou reálná čı́sla

součin × podı́l 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 ⋅ 𝑎 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 ∶ 𝑎 𝑥 ⋅ 𝑎 = 𝑏 ⇔ 𝑥 = 𝑏 ∶ 𝑎

𝑎 ≠ 0

mocnina × odmocnina 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 𝑓 ∶ 𝑦 = √𝑥 𝑥 = 𝑏 ⇔ 𝑥 = √𝑏

𝑥 ≥ 0 𝑏 ≥ 0

exponenciála × logaritmus 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑎 𝑓 ∶ 𝑦 = log 𝑥 𝑎 = 𝑏 ⇔ 𝑥 = log 𝑏

𝑥 > 0 0 < 𝑎 ≠ 1 𝑏 > 0

sinus × arkussinus 𝑓 ∶ 𝑦 = sin 𝑥 𝑓 ∶ 𝑦 = arcsin 𝑥 sin𝑎 = 𝑏 ⇔ 𝑎 = arcsin 𝑏

≤ 𝑥 ≤ ≤ 𝑎 ≤ −1 ≤ 𝑏 ≤ 1

kosinus × arkuskosinus 𝑓 ∶ 𝑦 = cos 𝑥 𝑓 ∶ 𝑦 = arccos 𝑥 cos𝑎 = 𝑏 ⇔ 𝑎 = arccos 𝑏

0 ≤ 𝑥 ≤ π 0 ≤ 𝑎 ≤ π −1 ≤ 𝑏 ≤ 1

tangens × arkustangens 𝑓 ∶ 𝑦 = tg 𝑥 𝑓 ∶ 𝑦 = arctg 𝑥 tg𝑎 = 𝑏 ⇔ 𝑎 = arctg 𝑏

< 𝑥 < < 𝑎 <

kotangens × arkuskotangens 𝑓 ∶ 𝑦 = cotg 𝑥 𝑓 ∶ 𝑦 = arccotg 𝑥 cotg𝑎 = 𝑏 ⇔ 𝑎 = arccotg 𝑏

0 < 𝑥 < π 0 < 𝑎 < π
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Inverzní funkci f k funkci f můžeme nalézt tak, že v zadaném vztahu 𝑦 = 𝑓(𝑥)

napřed navzájem zaměníme písmena x a y a potom osamostatníme y .

Přesněji daný schematický návod vyjadřuje následujı́cı́ postup:

1. Stanovı́me de iničnı́ obor 𝐷(𝑓) zadané funkce 𝑓 .

2. Ověřı́me, že je funkce prostá. Přitom

• buď využijeme ekvivalentnı́ podmı́nky v poznámce na straně 146:

Jestliže pro 𝑥 ; 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) platı́, že 𝑓(𝑥 ) = 𝑓(𝑥 ) , pak musı́ být 𝑥 = 𝑥 .

• nebo vyjdeme z poznámky na straně 160:

Složenı́m dvou prostých funkcı́ dostaneme funkci prostou.

3. Najdeme funkci 𝑓 včetně jejı́ho de iničnıh́o oboru 𝐷(𝑓 ).

a) De iničnı́ obor 𝐷(𝑓 ) inverznı́ funkce určı́me pomocı́ oboru hodnot původnı́ funkce,

neboť platı:́ 𝐷(𝑓 ) = 𝐻(𝑓) .

b) Nalezneme předpis funkce 𝑓 . Přitom využijeme vztah 𝑓 (𝑦) = 𝑥 ⟺ 𝑓(𝑥) = 𝑦 , který

platı́ pro každé 𝑦 ∈ 𝐷(𝑓 ).

Vyjdeme tedy z rovnice 𝑦 = 𝑓(𝑥) a podle „schematického“ návodu popisovaného výše

zaměnıḿe pı́smena označujı́cı́ nezávisle a závisle proměnnou 𝑥 = 𝑓(𝑦) a poté osamo-

statnı́me 𝑦 (jak je zvykem) a dostaneme 𝑦 = 𝑓 (𝑥) .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Určete inverznı́ funkci k funkci 𝑓 ∶ 𝑦 = 2𝑥 − 1.

Řešení:

1. 𝐷(𝑓) = 𝐻(𝑓) = ℝ

2. Nechť 𝑓(𝑥 ) = 𝑓(𝑥 ). Pak:

2𝑥 − 1 = 2𝑥 − 1 | + 1

2𝑥 = 2𝑥 | ∶ 2

𝑥 = 𝑥

a tedy funkce f je prostá na celém svém de iničnı́m oboru.

3. a) 𝐷(𝑓 ) = 𝐻(𝑓) = ℝ

b) V předpisu funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = 2𝑥 − 1 zaměnıḿe na-

vzájem proměnné.

Tedy: 𝑥 = 2𝑦 − 1

Poté z této rovnice osamostatnı́me y .

Dostáváme
𝑥 + 1

2
= 𝑦

a inverznı́ funkce má tvar:

𝑓 ∶ 𝑦 = 0,5𝑥 + 0,5

𝑓 ∶ 𝑦 = 2𝑥 − 1

𝑓 ∶ 𝑦 = 0,5𝑥 + 0,5
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Určete inverznı́ funkci k funkci 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 .

Řešení:

1. 𝐷(𝑓) = ℝ, 𝐻(𝑓) = ⟨0;∞),

2. Nechť 𝑓(𝑥 ) = 𝑓(𝑥 ). Pak:

𝑥 = 𝑥 | √
𝑥 = 𝑥 (pro 𝑥 ≥ 0 a 𝑥 ≥ 0)

Proto, aby funkce f byla prostá, musı́ platit podmı́nky v zá-

vorce. Zúžı́me proto de iničnı́ obor na 𝐷(𝑓) = ⟨0;∞) .

Potom je funkce 𝑓 prostá na intervalu ⟨0;∞) .

3. a) 𝐷(𝑓 ) = 𝐻(𝑓) = ⟨0;∞)

b) V předpisu funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 zaměnı́me navzájem

proměnné. Tedy 𝑥 = 𝑦 .

Poté z této rovnice osamostatnı́me y. Dostáváme:

√𝑥 = 𝑦 a inverznı́ funkce má tvar: 𝑓 ∶ 𝑦 = √𝑥 . 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 𝑓 ∶ 𝑦 = √𝑥
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Ověřte, že k funkci 𝑓 ∶ 𝑦 =
𝑥 + 2

𝑥 − 3
existuje inverznı́ funkce a najděte ji.

Řešení:

1. Zřejmě ze zadánı́ 𝐷(𝑓) = ℝ ∖ {3} .

2. Nechť 𝑓(𝑥 ) = 𝑓(𝑥 ) . Pak:

𝑥 + 2

𝑥 − 3
=
𝑥 + 2

𝑥 − 3
| ⋅ (𝑥 − 3)(𝑥 − 3)

𝑥 𝑥 + 2𝑥 − 3𝑥 − 6 = 𝑥 𝑥 + 2𝑥 − 3𝑥 − 6 | + 6

𝑥 𝑥 + 2𝑥 − 3𝑥 = 𝑥 𝑥 + 2𝑥 − 3𝑥 | − 𝑥 𝑥

2𝑥 − 3𝑥 = 2𝑥 − 3𝑥 | + 3𝑥 + 3𝑥

5𝑥 = 5𝑥 | ∶ 5

𝑥 = 𝑥

tedy funkce 𝑓 je prostá na celém svém de iničnı́m oboru a proto zde existuje funkce

𝑓 inverznı́ k funkci 𝑓 .

3. a) Určı́me de iničnı́ obor funkce inverznı́ 𝐷(𝑓 ) = 𝐻(𝑓) , který je roven oboru hodnot

původnı́ funkce 𝑓 . Nejprve si upravı́me předpis funkce 𝑓 . Platı́:

𝑓(𝑥) =
𝑥 + 2

𝑥 − 3
=
𝑥 − 3 + 5

𝑥 − 3
= 1 +

5

𝑥 − 3
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Funkce 𝑓 je de inována pro každé 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) = ℝ ∖ {3} . Dále platı́:

𝑥 ∈ℝ ∖ {3}

𝑥 − 3 ∈ℝ ∖ {0}

1

𝑥 − 3
∈ℝ ∖ {0}

5

𝑥 − 3
∈ℝ ∖ {0}

1 +
5

𝑥 − 3
∈ℝ ∖ {1}

𝑥 + 2

𝑥 − 3
∈ℝ ∖ {1} = 𝐻(𝑓)

Tedy 𝐷(𝑓 ) = 𝐻(𝑓) = ℝ ∖ {1}

b) V předpisu funkce 𝑓 ∶ 𝑦 =
𝑥 + 2

𝑥 − 3
zaměnı́me navzájem proměnné: 𝑥 =

𝑦 + 2

𝑦 − 3
.

A z této rovnice osamostatnı́me 𝑦: 𝑥 =
𝑦 + 2

𝑦 − 3
| ⋅ (𝑦 − 3)

𝑥𝑦 − 3𝑥 = 𝑦 + 2 | − 𝑦 + 3𝑥

𝑥𝑦 − 𝑦 = 3𝑥 + 2

𝑦 ⋅ (𝑥 − 1) = 3𝑥 + 2 | ∶ (𝑥 − 1)

Dostáváme: 𝑦 =
3𝑥 + 2

𝑥 − 1
, což je hledaná inverznı́ funkce (viz následujı́cı́ obrázek).
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑓 ∶ 𝑦 =
𝑥 + 2

𝑥 − 3
, 𝑥 ∈ ℝ ∖ {3} 𝑓 ∶ 𝑦 =

3𝑥 + 2

𝑥 − 1
, 𝑥 ∈ ℝ ∖ {1}

U podobných přı́kladů, kdy

nalezenı́ oboru hodnot původnı́

funkce nenı́ právě triviálnı́ záleži-

tostı́, postupujeme většinou tak, že

nejprve stanovı́me inverznı́ funk-

ci a poté přı́mo jejı́ de iničnı́ obor.

Tedy nejprve provedeme bod 3. b)

a teprve následně bod 3. a) dřıv́e

uvedeného postupu.
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4. Elementární funkce

Základními elementárními funkcemi budeme nazývat tyto funkce:

mocninné (mocniny a odmocniny— proměnná je v základu/mantise mocniny);

exponenciální (proměnná je v exponentu) a logatritmické;

goniometrické (trigonometrické — sinus, kosinus, tangens, kotangens, sekans (sec
cos

), kosekans

(csc
sin

)) a cyklometrické (arkussinus, arkuskosinus, arkutangens, arkuskotanges);

hyperbolické (hyperbolický sinus⟹ sinh 𝑥 =
𝑒 − 𝑒

2
, …) a hyperbolometrické (argument hyperbolické-

ho sinu⟹ argsinh 𝑥).

Tyto funkce se velmi často vyskytujı́ v technické praxi. Jejich hodnoty bez problémů nalezneme

skoro na každé „trochu slušnější“ kalkulačce.

Elementárními funkcemi budeme nazývat funkce, které lze vytvořit ze základnı́ch elementárnı́ch funk-

cı́ pomocı́ operacı́ sčı́tánı́, odečı́tánı́, násobenı́, dělenı́ a skládánı́ funkcı́.

Mezi nejvýznamnějšı́ takové patřı́mnohočleny (napřı́klad konstantnı́, lineárnı́, kvadratická, …, funk-

ce) a racionální (lomené) funkce (napřı́klad mocniny se záporným celým exponentem).

Většina elementárnı́ch funkcı́ je probı́rána na střednı́ škole, a proto lze tuto kapitolu považovat z

velké části za opakovánı́ a souhrnné připomenutı́ základnı́ch vlastnostı́ těchto funkcı́. Rozšı́řenı́m opro-

ti střednı́ škole budou zřejmě pro většinu z vás pouze funkce cyklometrické a některé mnohočleny a

racionálnı́ (lomené) funkce.
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4.1. Funkce mocninné (mocniny a odmocniny)

A. Mocninná funkce s přirozeným exponentem ⟹ 𝑛 ∈ ℕ je přirozené čı́slo.

Funkci

𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 , pro 𝑥 ∈ ℝ a 𝑛 ∈ ℕ , kde 𝑥 = 𝑥 ⋅ 𝑥 ⋅ … ⋅ 𝑥

𝑛-krát

nazývámemocninnou funkcí s přirozeným exponentem.

mocninné funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 s přirozeným exponentem 𝑛 ∈ ℕ .

𝑛 je sudé Funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 má de iničnı́ obor 𝐷(𝑓) = ℝ a obor hodnot 𝐻(𝑓) = ⟨0;∞) .

Je to sudá funkce, zdola ohraničená, klesajı́cı́ na intervalu (−∞; 0⟩ a rostoucı́ na intervalu ⟨0;∞).

Proto nenı́ prostá (viz obrázek 7 vlevo).

Pokud však omezı́me jejı́ de iničnı́ obor na interval ⟨0;∞) , pak je tato nová funkce prostá a

existuje k nı́ funkce inverznı́.

𝑛 je liché Funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 má de iničnı́ obor 𝐷(𝑓) = ℝ a obor hodnot 𝐻(𝑓) = ℝ .

Je to lichá funkce, nenı́ zdola ani shora ohraničená, je rostoucı́ na 𝐷(𝑓). Proto je prostá na celém

svém de iničnı́m oboru (viz obrázek 8 vlevo) a existuje k nı́ funkce inverznı́.
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Funkci n-tá odmocnina pro 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2 označujeme 𝑓 ∶ 𝑦 = √𝑥 (čteme: 𝑛 ́ 𝑥)

zavádıḿe

1. pro 𝑛 sudé jako funkci inverznı́ k funkci 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 , 𝑥 ∈ ⟨0;∞) ;

2. pro 𝑛 liché jako funkci inverznı́ k funkci 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ .

funkce f ∶ 𝑦 = √𝑥 .

𝑛 je sudé 𝑓 ∶ 𝑦 = √𝑥 má de iničnı́ obor 𝐷(𝑓) = ⟨0;∞) a obor hodnot 𝐻(𝑓) = ⟨0;∞) .

Funkce nenı́ sudá ani lichá, je rostoucı́ na 𝐷(𝑓) a je zdola ohraničená (viz obrázek 7 vpravo).

𝑛 je liché (𝑛 ≥ 3) 𝑓 ∶ 𝑦 = √𝑥 má de iničnı́ obor 𝐷(𝑓) = ℝ a obor hodnot 𝐻(𝑓) = ℝ .

Je to lichá funkce, nenı́ zdola ani shora ohraničená, je rostoucı́ na 𝐷(𝑓) (viz obrázek 8 vpravo).

Obrázek 7: Převzat z [5]

Sudé 𝑛
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Obrázek 8: Převzat z [5]

Liché 𝑛

1. Sudé odmocniny jsou de inovány jen pro 𝑥 ∈ ⟨0;∞) .

(!!! Nenı́ pravda, že √−4 = −2 .)

2. Liché odmocniny jsou de inovány pro všechna 𝑥 ∈ ℝ.

3. Odmocnina je funkce, proto je dána jednoznačně.

(!!! Nenı́ pravda, že √4 = ±2 . Správně je pouze √4 = 2 .)

Uvědomte si, že pracujeme výlučně s reálnými čı́sly x . V množině komplexnı́ch čı́sel bychom smoc-

ninami i s odmocninami zacházeli jinak.
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B. Mocninná funkce se záporným celým exponentem ⟹ 𝑛 ∈ ℕ je přirozené čı́slo.

Funkci

𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 , pro 𝑥 ∈ ℝ ∖ {0} a 𝑛 ∈ ℕ , kde 𝑥 =
1

𝑥
=

1

𝑥 ⋅ 𝑥 ⋅ … ⋅ 𝑥

nazývámemocninnou funkcí se záporným celým exponentem.

mocninné funkce f ∶ 𝑦 = 𝑥 se záporným celým exponentem (𝑛 ∈ ℕ) .

𝑛 je liché 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 má de iničnı́ obor 𝐷(𝑓) = ℝ ∖ {0} a obor hodnot 𝐻(𝑓) = ℝ ∖ {0} .

Je to lichá funkce, nenı́ zdola ani shora ohraničená, je klesajı́cı́ na 𝐷(𝑓) (viz obrázek 9 vlevo).

𝑛 je sudé 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 má de iničnı́ obor 𝐷(𝑓) = ℝ ∖ {0} a obor hodnot 𝐻(𝑓) = ⟨0;∞) .

Je to sudá funkce, zdola ohraničená, rostoucı́ na intervalu (−∞; 0⟩ a klesajı́cı́ na intervalu ⟨0;∞)

(viz obrázek 9 vpravo).

Obrázek 9: Převzat z [5]
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C. Mocninná funkce s racionálním exponentem ⟹ 𝑝/𝑞 , kde (𝑝 ≠ 0 je celé čı́slo, 𝑞 ≥ 2 je přirozené

čıślo), je zlomek v základnı́m tvaru (tj. 𝑝 a 𝑞 jsou nesoudělné⇒ nemajı́ společného dělitele).

Funkci

𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 , kde 𝑥 = √𝑥

nazývámemocninnou funkcí s racionálním exponentem
𝑝

𝑞
∈ ℚ ∖ ℤ.

Přitom de iničnı́ obor funkce f závisı́ na čıślech 𝑝 , 𝑞 .

Celkemmohou nastat tyto čtyři přı́pady:

𝑞 liché ⇒ 𝐷(𝑓) = ℝ
𝑝 > 0

𝑞 sudé ⇒ 𝐷(𝑓) = ⟨0;∞)

𝑞 liché ⇒ 𝐷(𝑓) = ℝ ∖ {0}
𝑝 < 0

𝑞 sudé ⇒ 𝐷(𝑓) = (0;∞)

1. Pokud nenı́ racionálnı́ exponent v základnı́m tvaru, musı́me ho nejdřıv́e (krácenı́m) upravit na

základnı́ tvar.

2. Předpoklad nesoudělnosti čı́sel p a q (který je podstatný), nám umožnı́ pracovat s lichými

odmocninami ze záporných čı́sel.

Napřı́klad (−8) = (−8) = √−8 = −2 , protože (−2) = (−2) ⋅ (−2) ⋅ (−2) = −8 .

Při vynechánı́ předpokladu nesoudělnosti čı́sel p , q by de inice funkce f ∶ 𝑦 = 𝑥 nebyla

korektnı́. Pro jedno zadánı́ bychommohli obdržet několik výsledků, což nenı́ správné.

Protože by bylo (−8) = (−8) = √64 = 2 a zároveň (−8) = (−8) = √−8 = −2 .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

D. Mocninná funkce s reálným exponentem Zatıḿ nemáme žádné vhodné prostředky pro zavedenı́

mocninné funkce s reálným exponentem. Proto se spokojı́me s tı́m, že každé reálné čı́slo lze s libovolnou

a předem danou přesnostı́ vyjádřit pomocı́ vhodného zlomku.

Napřı́klad požadujeme určit 3√ a stačı́ nám, když √2 ≐ 1,414 213 562 vyjádřıḿe s přes-

nostı́ na jedno desetinné mı́sto.

Pak zvolı́me 1,4 =
14

10
=
7

5
a platı́ 3√ ≐ 3 = √3 .

Pokud chceme odmocninu vyjádřit s přesnostı́ na dvě desetinná mı́sta, volı́me 1,41 =
141

100
a do-

staneme lepšı́ aproximaci 3√ ≐ 3 = √3 .

Když na tři desetinná mı́sta, volı́me 1,414 =
1414

1000
=
707

500
…

Obrázek 10: Převzat z [5]

Mocninná funkce s iracionálnı́m (reálným, který nenı́ racionálnı́) exponentem
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E. Mocninná funkce s nulovým exponentem Jestli jste pozorně studovali odstavce A), B), C) i D), jistě

vámneuniklo, že jsmedoposudnezavedlimocninnou funkci s nulovýmexponentem. Tonynı́ napravı́me.

Pro každé 𝑥 ∈ ℝ ∖ {0} položı́me 𝑥 = 1.

Je-li tedy 𝑟 = 0 , pak mocninná funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ ∖ {0} je rovna konstantnı́ funkci

𝑓 ∶ 𝑦 = 1 . Tıḿ máme funkci 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 de inovánu pro všechna různá 𝑟 ∈ ℝ .

Z jednotlivých vztahů, kterými jsme zaváděli mocninnou funkci pro různé exponenty vidı́me, že funk-

ce 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑥 je ve všech přı́padech de inována na intervalu (0;+∞) a v některých přı́padech

i na širšı́ch intervalech. Na tomto intervalu (0;+∞) platı́ následujı́cı́ vztah:

𝑥𝑎 = e𝑎⋅ln 𝑥 , 𝑥 ∈ (0;+∞) , 𝑎 ∈ ℝ

přičemž funkce e a ln 𝑥 zavedeme v následujı́cı́ kapitole 4.2.
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Základní pravidla pro počítání s mocninami

Pro čı́sla 𝑥, 𝑦 ∈ (0;∞) , 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ platı́

𝑥 ⋅ 𝑦 = (𝑥 ⋅ 𝑦)
𝑥

𝑦
=

𝑥

𝑦

1

𝑥
=

1

𝑥
𝑥 = 1

𝑥 ⋅ 𝑥 = 𝑥
𝑥

𝑥
= 𝑥 (𝑥 ) = 𝑥 ⋅ 𝑥 =

1

𝑥

Základní pravidla pro počítání s odmocninami

Pro čı́sla 𝑥, 𝑦 ∈ (0;∞) , 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ , 𝑚 ≥ 2, 𝑛 ≥ 2 platı́

√𝑥 ⋅ 𝑦 = √𝑥 ⋅ √𝑦
𝑥

𝑦
=

√𝑥

√𝑦

√𝑥 = √𝑥 = 𝑥 √𝑥 =
⋅

√𝑥 𝑥 = √𝑥 𝑘 je celé čı́slo

Poznámka: Všimněte si, že všechny vzorce uvedené v tomto rámečku platı́ za podmı́nky 𝑥 > 0, 𝑦 > 0.

Napřı́klad √𝑥 = 𝑥 platı́ pouze pro kladná čı́sla 𝑥.

Obecně pro 𝑥 ∈ ℝ platí √𝑥 = |𝑥| .
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4.2. Funkce exponenciální a logaritmická

Exponenciální funkcí o základu a , kde a je kladné reálné čı́slo 𝑎 ∈ (0;∞) , nazýváme

následujı́cı́ předpis

𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑎

Obrázek 11: Převzat z [5]

Exponenciálnı́ funkce
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Vlastnosti exponenciálnı́ funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑎 (viz obrázek 11), pro 𝑎 > 0:

• De iniční obor: 𝐷(𝑓) = (−∞;∞).

• Obor hodnot (pro 𝑎 ≠ 1): 𝐻(𝑓) = (0;∞).

• Funkce (pro 𝑎 ≠ 1) není ani sudá ani lichá.

• Funkce (pro 𝑎 ≠ 1) není periodická.

• Funkce je rostoucí (pro 𝑎 > 1) , klesající (pro 0 < 𝑎 < 1) , konstantní (pro 𝑎 = 1) .

Základní pravidla pro počítání s exponenciální funkcí

Pro čı́sla 𝑎 ∈ (0;∞), 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ platı́

𝑎 ⋅ 𝑎 = 𝑎
𝑎

𝑎
= 𝑎 (𝑎 ) = 𝑎 ⋅

Poznámka:

1. Velmi významnémı́stomezi exponenciálnı́mi funkcemi zaujıḿá přirozená exponenciální funkce

𝑓 ∶ 𝑦 = e , kde e se nazývá Eulerovo čı́slo 17 (e = 2,718 281 …). Většinou de inujeme toto

čıślo e pomocı́ limity posloupnosti: e = lim
→

1 + .

17 Označenı́ pro toto iracionálnı́ čı́slo zavedl roku 1731 L. Euler.

Významem se Eulerovo čıślo e vyrovnává Ludolfovu čı́slu .

http://cs.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
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2. Funkci 𝑓 ∶ 𝑦 = e lze de inovat pomocı́ součtu nekonečné mocninné řady. Jen pro zajı́mavost

tuto řadu uveďme:

e =
𝑥

𝑛!
= 1 +

𝑥

1!
+
𝑥

2!
+
𝑥

3!
+ ⋯ .

3. Exponenciálnı́ funkci o základu deset (𝑓 ∶ 𝑦 = 10 ) se nazývá dekadická exponenciální funkce.

4. Exponenciálnı́ funkce je důležitá promodelovánı́ nejrůznějšı́ch jevů, protože vyjadřuje „zákon při-

rozeného růstu“. Sem patřı́ organický růst (např. množstvı́ dřeva v lese, počet obyvatel), vyrovná-

vánı́ rozdı́lů (např. ochlazovánı́, rozpouštěnı́, vybı́jenı́ kondenzátoru), některé chemické reakce

atd. Typickým přı́kladem přirozeného růstu je nepřetržité či spojité (složené) úrokovánı́.

Exponenciálnı́ funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑎 je pro každé reálné čı́slo x a pro každé reálné čı́slo a

0 < 𝑎 ≠ 1 prostá, proto k nı́ existuje inverznı́ funkce.

Logaritmická funkce

Inverznı́ funkci f k funkci 𝑓 ∶ 𝑦 = 𝑎 nazýváme logaritmickou funkcí o základu a,
kde a je kladné reálné čı́slo různé od jedničky (0 < 𝑎 ≠ 1) , a označujeme

𝑓 ∶ 𝑦 = log 𝑥 , 0 < 𝑎 ≠ 1 , 𝑥 ∈ (0;∞) .

Podle předchozı́ho rámečku tedy pro reálná čı́sla s následujı́cı́mi vlastnostmi platı́:

𝑦 = log 𝑥 ⟺ 𝑥 = 𝑎 , 0 < 𝑎 ≠ 1 , 𝑥 ∈ (0;∞) , 𝑦 ∈ ℝ .

Vlastnosti logaritmické funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = log 𝑥 (viz obrázek 12), pro 𝑎 > 0 :
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Obrázek 12: Převzat z [5]

Logaritmické funkce

• De iniční obor: 𝐷(𝑓) = (0;∞).

• Obor hodnot: 𝐻(𝑓) = (−∞;∞).

• Funkce není ani sudá ani lichá.

• Funkce není periodická.

• Funkce je rostoucí (pro 𝑎 > 1) a klesající (pro 0 < 𝑎 < 1) .
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Základní pravidla pro počítání s logaritmickou funkcí

Pro reálná čıśla 0 < 𝑎 ≠ 1 , 0 < 𝑏 ≠ 1 , 𝑠 ∈ ℝ , 𝑥, 𝑦 ∈ (0;∞) platı́

log (𝑥 ⋅ 𝑦) = log 𝑥 + log 𝑦 log 𝑥 = 𝑠 ⋅ log 𝑥

log
𝑥

𝑦
= log 𝑥 − log 𝑦 𝑙𝑜𝑔 𝑥 =

log 𝑥

log 𝑎

Poznámka:

1. Funkčnı́ hodnoty logaritmické funkce se nazývajı́ logaritmy.

Symbol log 𝑥 čteme: „ ̌ ́ 𝑥 ́ 𝑎“.

2. Logaritmickou funkci o základu a = e (Eulerovo čı́slo) nazýváme přirozenou logaritmickou

funkcí a označujeme 𝑓 ∶ 𝑦 = ln 𝑥 . Tedy mı́sto log
e
𝑥 pıš́eme ln x .

Jejı́ funkčnı́ hodnoty se nazývajı́ přirozené logaritmy.

3. Logaritmickou funkci o základu a = 10 nazýváme dekadickou (desı́tkovou) logaritmickou

funkcí a označujeme 𝑓 ∶ 𝑦 = log 𝑥 Mı́sto log 𝑥 pı́šeme log x .

Jejı́ funkčnı́ hodnoty se nazývajı́ dekadické logaritmy (desı́tkové logaritmy).

4. Vztah mezi exponenciálnı́ funkcı́ o základu a a o základu e je dán rovnostı́

𝑎 = e ⋅ln pro 0 < 𝑎 ≠ 1 , 𝑥 ∈ ℝ .
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5. Pokud označı́me

𝑓(𝑥) ∶ 𝑦 = 𝑎( ) , 0 < 𝑎 ≠ 1 , 𝐷(𝑓) = (−∞;+∞) , 𝐻(𝑓) = (0;+∞)

𝑓 (𝑥) ∶ 𝑦 = log (𝑥) , 0 < 𝑎 ≠ 1 , 𝐷(𝑓 ) = (0;+∞) , 𝐻(𝑓 ) = (−∞;+∞)

pak platı:́

[𝑓 ∘ 𝑓 ](𝑥) = 𝑓[𝑓 (𝑥)] = 𝑎[ ( )] = 𝑎log = 𝑥 pro 𝑥 ∈ (0;∞) ,

[𝑓 ∘ 𝑓](𝑥) = 𝑓 [𝑓(𝑥)] = log [𝑓(𝑥)] = log 𝑎 = 𝑥 ⋅ log 𝑎 = 𝑥⋅1 = 𝑥 pro 𝑥 ∈ ℝ .

6. Logaritmus svého základu se rovná jedné ⟹ log 𝑎 = 1 pro 0 < 𝑎 ≠ 1.

4.3. Funkce goniometrické

Goniometrické 18 funkce znáte ze střednı́ školy z jejich hlavnı́ho užitı́ při výpočtu prvků trojúhelnı́ku

(v trigonometrii). Připomeňme, že umı́te úhlyměřit vmı́ře stupňové a vmı́ře obloukové (v radiánech) 19.

Vı́te, že ∢1 ∘ (jeden stupeň) v mı́ře stupňové je roven úhlu π/180 rad. Obecně

𝑛 ∘ = 𝑛 ⋅
π

180
rad .

A tedy: 1 rad =
180

π
[ ∘] ≐ 57,3 ∘.

18 Můžeme přeložit jako úhloměrné.
19 Existujı́ ještě i jiné jednotky pro měřenı́ úhlů.

Pravý úhel ∘ rad grad (gradián – dřıv́e ve Francii) hodin (v astronomii)
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Sinus a kosinus

V souřadné soustavě nakresleme jednotkovou kružnici (má střed v počátku soustavy souřadnic a jejı́

poloměr je 1 jednotka) a orientovaný úhel, který má tmavočervenou barvu. Vrchol úhlu je opět v počát-

ku soustavy souřadnic, počátečnı́ rameno úhlu splývá s kladnou částı́ osy 𝑢 a koncové rameno procházı́

bodem A o souřadnicıćh 𝐴 = [𝑢 ; 𝑣 ], což je průsečı́k koncového ramena orientovaného úhlu s jednot-

kovou kružnicı́ — viz obrázek 13.

Obrázek 13: Sinus a kosinus

sin 𝑥 cos 𝑥
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Sinus je funkce, jejı́ž hodnota je v každém bodě 𝑥 ∈ ℝ rovna svislé souřadnici 𝑣 bodu A.

Kosinus je funkce, jejı́ž hodnota je v každém bodě 𝑥 ∈ ℝ rovna vodorovné souřadnici 𝑢 bodu A.

Pro takto zavedené funkce plyne:

Funkce sinus : 𝑦 = sin 𝑥

Graf (obrázek 14) funkce sinus se nazývá sinusoida.

Obrázek 14: Převzat z [5]

Sinusoida

Poznámka: Podle de inice stačı́ sestrojit graf sinusoidy v intervalu ⟨0; 2π) a potom jej periodicky pro-

dloužit.
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Vlastnosti funkce sinus: f ∶ 𝑦 = sin 𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ

• De iniční obor funkce sinus: 𝐷(𝑓) = (−∞;+∞)

• Obor hodnot funkce sinus: 𝐻(𝑓) = ⟨−1; 1⟩

• Funkce sinus je lichá: ⟹ sin(−𝑥) = − sin 𝑥

• Funkce sinus je periodická se základnı́ periodou 2π

sin(𝑥 + 2𝑘π) = sin 𝑥 , 𝑘 je celé čı́slo (𝑘 ∈ ℤ)

• Funkce sinus je

rostoucí na intervalech ⟨− + 2𝑘π; + 2𝑘π⟩ , 𝑘 ∈ ℤ

klesající na intervalech ⟨ + 2𝑘π; + 2𝑘π⟩ , 𝑘 ∈ ℤ

Tabulka hodnot funkce sinus ve význačných bodech:

𝑥 0
π

6

π

4

π

3

π

2
π

3

2
π

sin 𝑥 0
1

2

√2

2

√3

2
1 0 −1

což je
√0

2

√1

2

√2

2

√3

2

√4

2
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Funkce kosinus : 𝑦 = cos 𝑥

Graf (obrázek 15) funkce kosinus se nazývá kosinusoida.

Obrázek 15: Převzat z [5]

Poznámka: Stejně jako u funkce sinus stačı́ sestrojit graf kosinusoidy v intervalu ⟨0; 2π) a potom jej

periodicky prodloužit.

Vlastnosti funkce kosinus: f ∶ 𝑦 = cos 𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ

• De iniční obor funkce kosinus: 𝐷(𝑓) = (−∞;+∞)

• Obor hodnot funkce kosinus: 𝐻(𝑓) = ⟨−1; 1⟩

• Funkce kosinus je sudá: ⟹ cos(−𝑥) = cos 𝑥

• Funkce kosinus je periodická se základnı́ periodou 2π

cos(𝑥 + 2𝑘π) = cos 𝑥 , 𝑘 ∈ ℤ (𝑘 je celé čı́slo)

• Funkce kosinus je

rostoucí na intervalech ⟨−π + 2𝑘π; 0 + 2𝑘π⟩ , 𝑘 ∈ ℤ (𝑘 je celé čı́slo)

klesající na intervalech ⟨0 + 2𝑘π; π + 2𝑘π⟩ , 𝑘 ∈ ℤ
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Tabulka hodnot funkce kosinus ve význačných bodech:

𝑥 0
π

6

π

4

π

3

π

2
π

3

2
π

cos 𝑥 1
√3

2

√2

2

1

2
0 −1 0

což je
√4

2

√3

2

√2

2

√1

2

√0

2

Základní vztahy pro sinus a kosinus

Všechny dále uvedené rovnosti platı́ všude, kde je současně de inována levá i pravá strana rovnosti.

sin(𝑥 + 𝑦) = sin 𝑥 ⋅ cos𝑦 + cos 𝑥 ⋅ sin𝑦 (9)

cos(𝑥 + 𝑦) = cos 𝑥 ⋅ cos𝑦 − sin 𝑥 ⋅ sin𝑦 (10)

sin(𝑥 − 𝑦) = sin 𝑥 ⋅ cos𝑦 − cos 𝑥 ⋅ sin𝑦 (11)

cos(𝑥 − 𝑦) = cos 𝑥 ⋅ cos𝑦 + sin 𝑥 ⋅ sin𝑦 (12)

sin 𝑥 + cos 𝑥 = 1 (13)

Prvnı́m čtyřem vztahům řı́káme součtové vzorce pro sinus a kosinus. Ze vztahů (9) a (10) lze odvo-

dit řadu dalšı́ch vztahů. Napřı́klad vzorec (11) dostaneme tak, že ve vzorci (9) nahradı́me symbol y

symbolem –y a využijeme „lichosti“ funkce sinus a „sudosti“ funkce kosinus. Vztah (12) zı́skáme,

když v (10) nahradı́me symbol y symbolem –y a… Vzorec (13) dostaneme tak, když ve vzor-

ci (10) položı́me y = –x.
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Vztah (13) se někdy nazývá goniometrická jednička. Připomeňme, že sin 𝑥 je stručný zápis

výrazu [sin 𝑥] . Nezaměňovat se sin 𝑥 , což je naprosto něco jiného!

sin 𝑥 = cos
π

2
− 𝑥 (14)

cos 𝑥 = sin
π

2
− 𝑥 (15)

Vzorec (14) dostaneme ihned ze vztahu (12) a vzorec (15) ze vztahu (11).

sin 2𝑥 = 2 ⋅ sin 𝑥 ⋅ cos 𝑥 (16)

cos 2𝑥 = cos 𝑥 − sin 𝑥 (17)

Vzorec (16) dostaneme tak, že v součtovém vzorci (9) položı́me y = x . Obdobně pro odvozenı́

vztahu (17) použijeme vztah (10).

Následujı́cı́ vzorce (18) (19) použıv́áme při integrovánı́ goniometrických funkcı́, kdy integrovanou

gon. funkci pomocı́ vhodné substituce a těchto vzorců převedeme na racionálnı́ lomenou funkci.

sin
𝑥

2
=

1 − cos 𝑥

2
(18)

cos
𝑥

2
=

1 + cos 𝑥

2
(19)
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Někdy se hodı́ i následujı́cı́ součtové vzorce:

sin 𝑥 + sin𝑦 = 2 ⋅ sin
𝑥 + 𝑦

2
⋅ cos

𝑥 − 𝑦

2
(20)

sin 𝑥 − sin𝑦 = 2 ⋅ cos
𝑥 + 𝑦

2
⋅ sin

𝑥 − 𝑦

2
(21)

cos 𝑥 + cos𝑦 = 2 ⋅ cos
𝑥 + 𝑦

2
⋅ cos

𝑥 − 𝑦

2
(22)

cos 𝑥 − cos𝑦 = −2 ⋅ sin
𝑥 + 𝑦

2
⋅ sin

𝑥 − 𝑦

2
(23)

Tangens a kotangens

V souřadné soustavě nakresleme jednotkovou kružnici (má střed v počátku soustavy souřadnic a jejı́

poloměr je 1 jednotka) a orientovaný úhel, kterýmá tmavočervenoubarvu. Vrchol úhlu je opět v počátku

soustavy souřadnic, počátečnı́ rameno úhlu splývá s kladnou částı́ osy 𝑢 a koncové rameno procházı́

bodem B o souřadnicı́ch𝐵 = [𝑢 ; 𝑣 ], (což je průsečı́k koncového ramena orientovaného úhlu s tečnou

sestrojenouk jednotkové kružnici v bodě [1 ; 0]) a bodemC o souřadnicı́ch𝐶 = [𝑢 ; 𝑣 ], (což je průsečı́k

koncového ramena orientovaného úhlu s dalšı́ tečnou sestrojenou k jednotkové kružnici nynı́ v bodě

[0 ; 1]) — viz obrázek 16.

Tangens je funkce, jejı́ž hodnota je v každém bodě 𝑥 ∈ ℝ, který nenı́ roven lichým násobkům π/2, rovna

svislé souřadnici 𝑣 bodu B.

Pro liché násobky / totiž žádný průsečı́k B nedostaneme, protože rameno úhlu a tečna ke kružnici jsou

navzájem rovnoběžné.
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Obrázek 16: Tangens a kotangens

tg 𝑥 cotg 𝑥

Kotanges je funkce, jejı́ž hodnota je v každém bodě 𝑥 ∈ ℝ který nenı́ roven násobkům π rovna vodo-

rovné souřadnici 𝑢 bodu C .

Pro násobky totiž žádný průsečı́k C nedostaneme, protože rameno úhlu a tečna ke kružnici jsou navzájem

rovnoběžné.

Pro takto zavedené funkce z podobnosti trojúhelnı́ků plyne

tg 𝑥 =
sin 𝑥

cos 𝑥
cotg 𝑥 =

cos 𝑥

sin 𝑥
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Funkce tangens : 𝑦 = tg 𝑥 Obrázek 17: Převzat z [5]

Vlastnosti funkce tangens: f ∶ 𝑦 = tg 𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ mimo lichých násobků π/2 (obrázek 17)

• De iniční obor funkce tangens: 𝐷(𝑓) = ℝ ∖ + 𝑘π, 𝑘 ∈ ℤ (k je celé čı́slo)

• Obor hodnot funkce tangens: 𝐻(𝑓) = (−∞;∞)

• Funkce tangens je lichá: ⟹ tg (−𝑥) = −tg 𝑥

• Funkce tangens je periodická se základnı́ periodou π

tg (𝑥 + 𝑘π) = tg 𝑥 , 𝑘 ∈ ℤ

• Funkce tangens je rostoucí na intervalech − + 𝑘π; + 𝑘π , 𝑘 ∈ ℤ
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Tabulka hodnot funkce tangens ve význačných bodech:

𝑥 0
π

6

π

4

π

3

π

2
π

3

2
π

tg 𝑥 0
√3

3
1 √3 — 0 —

Funkce kotangens : 𝑦 = cotg 𝑥

Vlastnosti funkce kotangens: f ∶ 𝑦 = cotg 𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ mimo násobků π (obrázek 18)

• De iniční obor funkce kotangens: 𝐷(𝑓) = ℝ ∖ {𝑘π, 𝑘 ∈ ℤ} (k je celé čı́slo)

• Obor hodnot funkce kotangens: 𝐻(𝑓) = (−∞;∞)

• Funkce kotangens je lichá: ⟹ cotg (−𝑥) = −cotg 𝑥

• Funkce kotangens je periodická se základnı́ periodou π

cotg (𝑥 + 𝑘π) = cotg 𝑥 , 𝑘 ∈ ℤ

• Funkce kotangens je klesající na intervalech (0 + 𝑘π; π + 𝑘π) , 𝑘 ∈ ℤ

Tabulka hodnot funkce kotangens ve význačných bodech:

𝑥 0
π

6

π

4

π

3

π

2
π

3

2
π

cotg 𝑥 — √3 1
√3

3
0 — 0
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Obrázek 18: Převzat z [5]
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

4.4. Funkce cyklometrické

Cyklometrické funkce budeme de inovat jako inverznı́ funkce k odpovı́dajı́cı́m funkcı́m goniometric-

kým. To je ovšemvelmi nepřesně řečeno, neboť ani jedna z goniometrických funkcı́ nenı́ prostá na celém

svém de iničnı́m oboru.

Podıv́ejme se nejprve na funkci sinus. Funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = sin 𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ , nenı́ prostá. Ale funkce

𝑓 ∶ 𝑦 = sin 𝑥 , 𝑥 ∈ ⟨− ; ⟩

𝑓 ∶ 𝑦 = sin 𝑥 , 𝑥 ∈ ⟨ ; ⟩

𝑓 ∶ 𝑦 = sin 𝑥 , 𝑥 ∈ ⟨π; ⟩

již prosté jsou. Lze tedy mluvit o funkcı́ch inverznıćh k těmto funkcı́m. Přitom jedna z těchto funkcı́,

konkrétně funkce f , je považována za „základnı́“ a funkce k nı́ inverznı́ se nazývá arkussinus.

Obdobnou úvahu lze provést i pro ostatnı́ goniometrické funkce.

Funkce arkussinus : 𝑦 = arcsin 𝑥

Vlastnosti funkce arkussinus: f ∶ 𝑦 = arcsin 𝑥 , 𝑥 ∈ ⟨−1; 1⟩ (viz obrázek 19)

• De iniční obor funkce arkussinus: 𝐷(𝑓) = ⟨−1; 1⟩

• Obor hodnot funkce arkussinus: 𝐻(𝑓) = ⟨− ; ⟩

• Funkce arkussinus je lichá: ⟹ arcsin(−𝑥) = − arcsin 𝑥

• Funkce arkussinus nenı́ periodická

• Funkce arkussinus je rostoucí na celém svém de iničnıḿ oboru
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Obrázek 19: Převzat z [5]

Uvažujme funkci 𝑓 ∶ 𝑦 = sin 𝑥 , 𝑥 ∈ ⟨− ; ⟩ . Tato funkce je rostoucı́, a tedy prostá.

Inverznı́ funkce k funkci f se nazývá arkussinus . Přitom 𝐷(𝑓 ) = 𝐻(𝑓) = ⟨−1; 1⟩ .

Funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = sin 𝑥 , 𝑥 ∈ ⟨− ; ⟩ a funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = arcsin 𝑥 , 𝑥 ∈ ⟨−1; 1⟩ jsou navzájem

inverznı́. Jejich grafy jsou tedy souměrné podle přı́mky y = x (osy prvnı́ho a třetı́ho kvadrantu).
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Funkce arkuskosinus : 𝑦 = arccos 𝑥

Obrázek 20: Převzat z [5]

Uvažujme funkci 𝑓 ∶ 𝑦 = cos 𝑥 , 𝑥 ∈ ⟨0; π⟩ . Tato funkce je klesajı́cı́, a tedy prostá.

Inverznı́ funkce k funkci f se nazývá arkuskosinus . Přitom 𝐷(𝑓 ) = 𝐻(𝑓) = ⟨−1; 1⟩ .

Funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = cos 𝑥 , 𝑥 ∈ ⟨0; π⟩ a funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = arccos 𝑥 , 𝑥 ∈ ⟨−1; 1⟩ jsou navzájem

inverznı́. Jejich grafy jsou tedy souměrné podle přı́mky y = x (osy prvnı́ho a třetı́ho kvadrantu).
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Vlastnosti funkce arkuskosinus: f ∶ 𝑦 = arccos 𝑥 , 𝑥 ∈ ⟨−1; 1⟩ (viz obrázek 20)

• De iniční obor funkce arkuskosinus: 𝐷(𝑓) = ⟨−1; 1⟩

• Obor hodnot funkce arkuskosinus: 𝐻(𝑓) = ⟨0; π⟩

• Funkce arkuskosinus není ani lichá, ani sudá

• Funkce arkuskosinus není periodická

• Funkce arkuskosinus je klesající na celém svém de iničnı́m oboru

Funkce arkustangens : 𝑦 = arctg 𝑥

Vlastnosti funkce arkustangens: f ∶ 𝑦 = arctg 𝑥 , 𝑥 ∈ ⟨−1; 1⟩ (viz obrázek 21)

• De iniční obor funkce arkustangens: 𝐷(𝑓) = (−∞;∞)

• Obor hodnot funkce arkustangens: 𝐻(𝑓) = (− ; )

• Funkce arkustangens je lichá: ⟹ arctg (−𝑥) = −arctg 𝑥

• Funkce arkustangens není periodická

• Funkce arkustangens je rostoucí na celém svém de iničnı́m oboru
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Obrázek 21: Převzat z [5]

Uvažujme funkci 𝑓 ∶ 𝑦 = tg 𝑥 , 𝑥 ∈ (− ; ) . Tato funkce je rostoucı́, a tedy prostá.

Inverznı́ funkce k funkci f se nazývá arkustangens . Přitom 𝐷(𝑓 ) = 𝐻(𝑓) = (−∞;∞) .

Funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = tg 𝑥 , 𝑥 ∈ (− ; ) a funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = arctg 𝑥 , 𝑥 ∈ (−∞;∞) jsou navzájem

inverznı́. Jejich grafy jsou tedy souměrné podle přı́mky y = x (osy prvnı́ho a třetı́ho kvadrantu).
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Funkce arkuskotangens : 𝑦 = arccotg 𝑥

Obrázek 22: Převzat z [5]

Uvažujme funkci 𝑓 ∶ 𝑦 = cotg 𝑥 , 𝑥 ∈ (0; π) . Tato funkce je klesajı́cı́, a tedy prostá.

Inverznı́ funkce k funkci f se nazývá arkuskotangens . Přitom 𝐷(𝑓 ) = 𝐻(𝑓) = (−∞;∞) .

Funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = cotg 𝑥 , 𝑥 ∈ (0; π) a funkce 𝑓 ∶ 𝑦 = arccotg 𝑥 , 𝑥 ∈ (−∞;∞) jsou navzájem

inverznı́. Jejich grafy jsou tedy souměrné podle přı́mky y = x (osy prvnı́ho a třetı́ho kvadrantu).



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit
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Vlastnosti funkce arkuskotangens: f ∶ 𝑦 = arctg 𝑥 , 𝑥 ∈ ⟨−1; 1⟩ (viz obrázek 22)

• De iniční obor funkce arkuskotangens: 𝐷(𝑓) = (−∞;∞)

• Obor hodnot funkce arkuskotangens: 𝐻(𝑓) = (0; π)

• Funkce arkuskotangens není ani lichá, ani sudá

• Funkce arkuskotangens není periodická

• Funkce arkuskotangens je klesající na celém svém de iničnı́m oboru

Poznámka: Protože pro vzájemně inverznı́ funkce platı́

[𝑓 ∘ 𝑓] (𝑥) = 𝑓 [𝑓(𝑥)] = 𝑥 pro 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) ,

[𝑓 ∘ 𝑓 ] (𝑥) = 𝑓[𝑓 (𝑥)] = 𝑥 pro 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓 ) ,

dostáváme ihned následujı́cı́ vztahy:

arcsin [sin 𝑥] = 𝑥 pro 𝑥 ∈ ⟨−
π

2
;
π

2
⟩ ,

sin [arcsin 𝑥] = 𝑥 pro 𝑥 ∈ ⟨−1; 1⟩ .

Pozor! Napřı́klad složená funkce arcsin [sin 𝑥] je de inovaná pro všechna reálná čı́sla 𝑥 (𝑥 ∈ ℝ), ale

předchozı́ rovnost platı́ jen na výše uvedeném intervalu. Proto napřı́klad

arcsin sin
π

4
=
π

4
, ale arcsin [sinπ] = 0 .

Většina kalkulaček toto zvládne, ale protože funkčnı́ hodnoty počı́tá pomocı́ mocninných řad, nemusı́me

obdržet naprosto přesný výsledek, ale napřı́klad něco takového: arcsin [sinπ] ≐ 1,225 ⋅ 10 .
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Chceme-li spočı́tat 𝑓(π) = arcsin [sinπ] , musı́me si uvědomit, že π ∉ ⟨− ; ⟩ ve kterém

(a pouze jenom v tomto intervalu) platı́ rovnost arcsin [sin 𝑥] = 𝑥 .

Proto musı́me nejdřıv́e najı́t takový argument x funkce sin 𝑥 , pro který platı́ sin 𝑥 = sinπ

tak, aby argument x ležel ve zmı́něném intervalu: 𝑥 ∈ ⟨− ; ⟩ .

Tedy:

arcsin [sinπ] = arcsin0 = arcsin [sin 0] = 0 protože sinπ = 0 = sin 0 .

4.5. Mnohočleny (polynomy) a racionální lomené funkce

Dalšı́ z elementárnı́ch funkcı́ jsou natolik důležité, že jim věnujeme celou následujı́cı́ kapitolu.
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Funkce exponenciální

Funkce logaritmické

http://user.mendelu.cz/marik/grafy-zakl-fci.pdf


•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit
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Mnohočleny a racionální lomená funkce
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1.2. Nalezenı́ kořenů mnohočlenu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214

1.2.1. Lineárnı́ rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215
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2.3.4. Vı́cenásobné komplexně sdružené kořeny jmenovatele . . . . . . . . . . . . . . . . . 280
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Rozklad jmenovatele na součin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300
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Dělenı́ mnohočlenu mnohočlenem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317
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1. Mnohočleny — polynomy

Mějme nezáporné celé čı́slo 𝑛 (𝑛 ∈ ℕ ) a reálná čı́sla 𝑎 , 𝑎 , …, 𝑎 a nenulové reálné

čı́slo 𝑎 ≠ 0 . Funkci

𝑃 ∶ 𝑦 = 𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑎 ⋅ 𝑥 + … + 𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑎 , 𝑥 ∈ ℝ ,

nazýváme (reálný)mnohočlen (polynom).

Cı́sla 𝑎 , 𝑎 , 𝑎 , … , 𝑎 , 𝑎 nazýváme koe icienty mnohočlenu a

čı́slo n nazýváme stupeň mnohočlenu (pıš́eme: st𝑃 = 𝑛).

Stupeň mnohočlenu je tedy nejvyššı́ mocnina neznámé (proměnné) s nenulovým koe icientem.

Poznámka: Mezi mnohočleny počı́táme i tzv. nulový mnohočlen 𝑃 ∶ 𝑦 = 0, který nemá žádné

nenulové koe icienty. Nulový mnohočlen nemá přiřazen žádný stupeň.

Je nutné důsledně rozlišovat mezi

mnohočlenem stupně nula — což je vlastně nenulová konstantnı́ funkce, jejı́mž grafem je rovnoběžka

s osou x různá od této osy

a

nulovým mnohočlenem — což je nulová konstantnı́ funkce, jejıḿž grafem je právě osa x.
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Napřı́klad:

Mnohočlen 𝑅 ∶ 𝑦 = 𝑥 má stupeň 3. Přitom 𝑎 = 1, 𝑎 = 𝑎 = 𝑎 = 0 , protože platı́

𝑦 = 𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑎 ⋅ 𝑥 = 1 ⋅ 𝑥 + 0 ⋅ 𝑥 + 0 ⋅ 𝑥 + 0 ⋅ 𝑥

Mnohočlen 𝑃 ∶ 𝑦 = 3𝑥 − 4𝑥 + 2 má stupeň 2. Přitom 𝑎 = 3, 𝑎 = −4, 𝑎 = 2.

Mnohočlen 𝑆 ∶ 𝑦 = 2𝑥 − 3 má stupeň 1. Přitom 𝑎 = 2, 𝑎 = −3.

Mnohočlen 𝑇 ∶ 𝑦 = 3 má stupeň 0. Přitom 𝑎 = 3.

Mnohočleny jsou funkce. Lze je tedy:

sčítat — sečteme koe icienty u stejných mocnin,

odčítat —odečteme koe icienty u stejných mocnin a

násobit —násobı́me každý člen jednohomnohočlenu s každým členem druhého mnohočlenu a sloučı́-

me členy se stejnými mocninami

a výsledkem je opět mnohočlen.

Dělením dvoumnohočlenů nemusı́me dostatmnohočlen. Výsledkemdělenı́ dvoumnohočlenů je vět-

šinou obecnějšı́ funkce, kterou zavedeme v kapitole Racionálnı́ (lomená) funkce.
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1.1. Rozklad mnohočlenu na součin

Smyslem rozkladu je napsat daný mnohočlen jako součin co nejjednoduššı́ch mnohočlenů. V reálném

oboru jsou to činitelé (to co se násobı́) v rozkladu

• buď lineární — tvaru: 𝑥 − 𝛼 (= kořenový činitel, pak 𝛼 je kořenem daného mnohočlenu)

• nebo kvadratické— tvaru: 𝑥 + 𝑝𝑥 + 𝑞, kde 𝑝 − 4𝑞 < 0.

Pro zopakovánı́ uvedeme následujı́cı́ vzorce (známé ze střednı́ školy), které využıv́áme při rozkladu

mnohočlenu na součin kořenových činitelů.

𝑎 + 2𝑎𝑏 + 𝑏 = (𝑎 + 𝑏) (𝑎 − 𝑏) = 𝑎 − 2𝑎𝑏 + 𝑏

𝑎 + 3𝑎 𝑏 + 3𝑎𝑏 + 𝑏 = (𝑎 + 𝑏) (𝑎 − 𝑏) = 𝑎 − 3𝑎 𝑏 + 3𝑎𝑏 − 𝑏

𝑎 − 𝑏 = (𝑎 + 𝑏) ⋅ (𝑎 − 𝑏)

(𝑎 + 𝑏) ⋅ (𝑎 − 𝑎𝑏 + 𝑏 ) = 𝑎 + 𝑏 𝑎 − 𝑏 = (𝑎 − 𝑏) ⋅ (𝑎 + 𝑎𝑏 + 𝑏 )

1.2. Nalezení kořenů mnohočlenu

Nalézt (reálné) kořeny mnohočlenu 𝑃 (𝑥) = 𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑎 ⋅ 𝑥 + … + 𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑎 s reálnými

koe icienty a , kde 𝑛 ≥ 1 , znamená vyřešit algebraickou rovnici 𝑃(𝑥) = 0 , tedy

𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑎 ⋅ 𝑥 + … + 𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑎 = 0 (24)

Hledánı́ kořenů mnohočlenu převádı́me na hledánı́ kořenů rovnice (24)⟹ řešı́me rovnici. Všimněme si,

jak lze pro malá n algebraické rovnice řešit.
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1.2.1. Lineární rovnice

Pro n = 1 jde o lineárnı́ rovnici 𝑎 𝑥 + 𝑏 = 0, 𝑎 ≠ 0, jejı́ž jediný kořen je

𝑥 = −
𝑏

𝑎
.

1.2.2. Kvadratické rovnice

Pro n = 2 jde o kvadratickou rovnici 𝑎 𝑥 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0, 𝑎 ≠ 0, pro jejı́ž kořeny se na střednı́

škole odvozuje (doplněnı́m na čtverec) vzorec

𝑥 ; =
−𝑏 ± √𝑏 − 4𝑎𝑐

2𝑎
.

O povaze kořenů rozhoduje diskriminant kvadratické rovnice 𝐷 = 𝑏 − 4𝑎𝑐. Je-li 𝐷 > 0, má

rovnice dva reálné různé kořeny, je-li 𝐷 = 0, má jeden dvojnásobný reálný kořen, a je-li 𝐷 < 0,

má dvojici komplexně sdružených kořenů.

Rovnice třetího (kubické) a čtvrtého stupně

Pro n = 3 jde o kubickou rovnici 𝑎 𝑥 + 𝑏𝑥 + 𝑐 𝑥 + 𝑑 = 0, 𝑎 ≠ 0, pro jejı́ž kořeny sice existujı́

tzv. Cardanovy vzorce které však vyjadřujı́ reálné kořeny pomocı́ třetı́ch odmocnin z komplexnı́ch čı́sel.

Pro rovnice čtvrtého stupně existujı́ také obecné vztahy k výpočtu kořenů (stejně jako Cardanovy

vzorce byly nalezeny v prvnı́ polovině 16. stoletı́). Jejich řešenı́ je však ještě obtı́žnějšı́ než řešenı́ rovnic

třetı́ho stupně.

http://cs.wikipedia.org/wiki/Girolamo_Cardano
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Rovnice pátého stupně a vyšších stupňů

Norský matematik Abel dokázal, že pro kořeny rovnic pátého stupně (a tudı́ž ani vyššı́ch stupňů) ne-

existuje univerzálnı́ vzorec. To však v žádném přı́padě neznamená, že rovnice vyššıćh stupňů nemajı́

kořeny. Tento Abelův výsledek pouze řı́ká, že tyto kořeny nelze vyjádřit jistým vzorcem přesně popsa-

ného typu.

Na počátku 19. stoletı́ Gauss poprvé přesně dokázal větu, která je vzhledem k velkému významu pro

tehdejšı́ matematiku nazývána základní větou algebry. Tato věta řı́ká: Libovolný polynom (s reálnými

nebo komplexními koe icienty) stupně alespoň jednamá vmnožině komplexních čísel alespoň jeden kořen.

Důsledky základnı́ věty algebry:

1. Každý polynom stupně n má v komplexnı́m oboru právě n kořenů, počıt́áme-li každý

kořen tolikrát, kolik činı́ jeho násobnost.

2. Má-li mnohočlen s reálnými koe icienty komplexnı́ kořen, potommá i kořen komplexně sdružený,

přičemž jejich násobnosti jsou stejné.

Poznámka: Z předchozı́ho textu je jasné, že neexistuje žádný univerzálnı́ postup, kterým bychom byli

schopni zjistit všechny kořeny daného polynomu. Existuje sice celá řada numerických metod, kterými

lze kořeny přibližně vyjádřit, ale to nenı́ náplnı́ tohoto kurzu.

http://cs.wikipedia.org/wiki/Niels_Henrik_Abel
http://cs.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
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1.2.3. Mnohočleny s celočíselnými koeficienty

Mějme mnohočlen 𝑅 s celočı́selnými koe icienty:

𝑅 (𝑥) = 𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑎 ⋅ 𝑥 + … + 𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑎 , 𝑥 ∈ ℝ , (25)

kde n je přirozené čı́slo (1 ≤ 𝑛 ∈ ℕ), 𝑎 , 𝑎 , …, 𝑎 , 𝑎 jsou celá čıśla, kdy 𝑎 ≠ 0, 𝑎 ≠ 0.

Pokud je 𝛼 =
𝑝

𝑞
(kde 𝑝, 𝑞 jsou nesoudělná celá čı́sla) kořenem mnohočlenu 𝑅, pak p dělı́

beze zbytku koe icient 𝑎 (pıš́eme 𝑝 | 𝑎 ) a q dělı́ beze zbytku koe icient 𝑎 (𝑞 | 𝑎 ).

Při hledánı́ racionálnı́ch kořenůmnohočlenu𝑅 (𝑥) (25) postupujeme tak, že určı́me k-n-k „kan-

didáty na kořen“. Tedy:

1. Vypıš́eme všechnamožná racionálnı́ čı́sla k-n-k = (𝑝, 𝑞 nesoudělná⇒ pokud lze, tak krátit)

splňujıćı́ podmı́nky 𝑝 | 𝑎 (𝑝 dělı́ bezezbytku koe icient 𝑎 ) , 𝑞 | 𝑎 (𝑞 dělı́ bezezbytku 𝑎 )

2. Dosazenı́m každého „kandidáta“ domnohočlenu ověřı́me, zda tento je kořenem: 𝑅 (k-n-k)
?
= 0

Pokudmezi takto určenými „kandidáty“ kořen nenı́, pak daný mnohočlen vůbec racionálnı́ kořen ne-

má.

Poznámka: Uvědomte si, že předchozı́ postup lze použı́t i pro mnohočleny s racionálnı́mi koe icienty.

Stačı́ totiž vytknout společný jmenovatel všech koe icientů 𝑎 , …,𝑎 .
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Příklad: Najděte (racionálnı́) kořeny mnohočlenu 𝑃 (𝑥) = 3 𝑥 − 5𝑥 + 8𝑥 − 4.

Řešení: Koe icienty mnohočlenu jsou celočı́selné, stejně jako v přı́padě (25), proto se pokusı́me najı́t

kořen ve tvaru:
𝑝 | − 4

𝑞 | 3
. Kandidáty na kořeny jsou následujıćı́ čı́sla: k-n-k = ±

1 ; 2 ; 4

1 ; 3
,

tedy ±1 ,±2 ,±4 ,± ,± ,±

Zbývá ověřit, které z nich je skutečně kořenem. Podle důsledků základnı́ věty algebry má daný

mnohočlen právě tři kořeny v komplexnı́m oboru, tedy z našich kandidátů mohou vyhovovat nej-

výše tři čı́sla (přesněji: buď jedno, nebo tři). Ověřenı́ provedeme dosazenı́m, přičemž pro kořen

mnohočlenu platı́: P(kořen) =0.

𝑃(1) = 2, 𝑃(−1) = −20, 𝑃(2) = 16, 𝑃(−2) = −64, 𝑃(4) = 140, 𝑃(−4) = −308,

𝑃( ) ≐ 1,778, 𝑃(− ) ≐ −7,333, 𝑃( ) = 0 ⇒ 𝑥 = je kořen.

Tadymůžemedosazovánı́ ukončit, protože jsmenašli jeden kořen a každýmnohočlen lze vyjádřit

jako součin svých kořenových činitelů. Proto provedeme následujı́cı́ dělenı́

(3 𝑥 − 5𝑥 + 8𝑥 − 4) ∶ (𝑥 − ) = (3 𝑥 − 3𝑥 + 6)

0 − 3𝑥 + 8𝑥

0 + 6𝑥 − 4

0 0

a po rozkladu: 3 𝑥 − 5𝑥 + 8𝑥 − 4 = (𝑥 − ) ⋅ (3𝑥 − 3𝑥 + 6) nám zbývá najı́t kořeny druhé

závorky, což je mnohočlen druhého stupně. Takže vlastně řešı́me kvadratickou rovnici

3 𝑥 − 3𝑥 + 6 = 0 , která má komplexně sdružené kořeny.

Zadaný mnohočlen 𝑃 (𝑥) = 3 𝑥 − 5𝑥 + 8𝑥 − 4 má jediný reálný kořen 𝑥 = .
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Pro výpočet funkčnı́ hodnoty mnohočlenu můžeme využı́t následujı́cı́ho schématu, které se nazývá

1.2.4. Hornerovo schéma

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

Koe icienty mnohočlenu jsou celočı́selné, stejně jako v přı́padě (25). Proto vyzkoušı́me
𝑝 | 6

𝑞 | 1
po řadě všechny dělitele čıśla 6 (k-n-k = ±1; ±2; ±3; ±6) , jestli nejsou kořenem.

Ověřenı́, zda konkrétnı́ kandidát je kořenem, budeme zapisovat takto.

• Do hlavičky schématu napı́šeme postupně koe icienty u všechmocnin neznámé, seřazené podle

mocnin sestupně (od koe icientu u nejvyššı́ mocniny po absolutnı́ člen). Žádný koe icient nesmí-

me vynechat. Pokud některá mocnina v mnohočlenu nenı́ obsažena, pı́šeme na patřičné mı́sto

schématu nulu.

• Do prvnı́ho sloupce vlevo budeme postupně vkládat jednotlivé (k-n-k) kandidáty na kořeny.

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6

k-n-k 1

Doplňovánı́ schématu: čı́slo uvnitř schématu (1) vynásobíme záhlavím řádku (k-n-k) a k součinu

přičteme přičteme záhlaví dalšího sloupce (−1). Výsledek (k-n-k) ⋅ (1) + (−1) napı́šeme v da-

ném řádku do dalšı́ho (volného) sloupce, mı́sto červeného obdélnı́ku.

A s čı́slem uvnitř schématu (výsledkem) provedeme tutéž operaci. Vynásobı́me záhlavı́m řádku …
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Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6
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Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6
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Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6
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Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6
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Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6
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Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 𝑥 podruhé již nenı́ kořen⇒ jednonásobný kořen

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen, opět jednonásobný

Rozklad: 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 −7𝑥 + 𝑥 +6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6) = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

Hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 𝑥 − 6 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma)

HS 1 −1 −6 Zkoušıḿe−1; ±2; ±3; ±6

−1 1 −2 −4 𝑥 již nenı́ kořen

2 1 1 −4 nenı́ kořen

−2 1 −3 0 ⇒ 𝑥 = −2 je (třetı́) kořen, opět jednonásobný

Rozklad mnohočlenu na součin jeho kořenových činitelů:

𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 − 3) HS 1 −3

3 1 0

kde (čtvrtým) kořenem je 𝑥 = 3 .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 𝑥 podruhé již nenı́ kořen⇒ jednonásobný kořen

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen, opět jednonásobný

Rozklad: 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 −7𝑥 + 𝑥 +6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6) = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

Hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 𝑥 − 6 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma)

HS 1 −1 −6 Zkoušıḿe−1; ±2; ±3; ±6

−1 1 −2 −4 𝑥 již nenı́ kořen

2 1 1 −4 nenı́ kořen

−2 1 −3 0 ⇒ 𝑥 = −2 je (třetı́) kořen, opět jednonásobný

Rozklad mnohočlenu na součin jeho kořenových činitelů:

𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 − 3) HS 1 −3

3 1 0

kde (čtvrtým) kořenem je 𝑥 = 3 .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 𝑥 podruhé již nenı́ kořen⇒ jednonásobný kořen

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen, opět jednonásobný

Rozklad: 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 −7𝑥 + 𝑥 +6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6) = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

Hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 𝑥 − 6 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma)

HS 1 −1 −6 Zkoušıḿe−1; ±2; ±3; ±6

−1 1 −2 −4 𝑥 již nenı́ kořen

2 1 1 −4 nenı́ kořen

−2 1 −3 0 ⇒ 𝑥 = −2 je (třetı́) kořen, opět jednonásobný

Rozklad mnohočlenu na součin jeho kořenových činitelů:

𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 − 3) HS 1 −3

3 1 0

kde (čtvrtým) kořenem je 𝑥 = 3 .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 𝑥 podruhé již nenı́ kořen⇒ jednonásobný kořen

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen, opět jednonásobný

Rozklad: 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 −7𝑥 + 𝑥 +6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6) = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

Hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 𝑥 − 6 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma)

HS 1 −1 −6 Zkoušıḿe−1; ±2; ±3; ±6

−1 1 −2 −4 𝑥 již nenı́ kořen

2 1 1 −4 nenı́ kořen

−2 1 −3 0 ⇒ 𝑥 = −2 je (třetı́) kořen, opět jednonásobný

Rozklad mnohočlenu na součin jeho kořenových činitelů:

𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 − 3) HS 1 −3

3 1 0

kde (čtvrtým) kořenem je 𝑥 = 3 .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 𝑥 podruhé již nenı́ kořen⇒ jednonásobný kořen

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen, opět jednonásobný

Rozklad: 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 −7𝑥 + 𝑥 +6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6) = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

Hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 𝑥 − 6 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma)

HS 1 −1 −6 Zkoušıḿe−1; ±2; ±3; ±6

−1 1 −2 −4 𝑥 již nenı́ kořen

2 1 1 −4 nenı́ kořen

−2 1 −3 0 ⇒ 𝑥 = −2 je (třetı́) kořen, opět jednonásobný

Rozklad mnohočlenu na součin jeho kořenových činitelů:

𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 − 3) HS 1 −3

3 1 0

kde (čtvrtým) kořenem je 𝑥 = 3 .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 𝑥 podruhé již nenı́ kořen⇒ jednonásobný kořen

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen, opět jednonásobný

Rozklad: 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 −7𝑥 + 𝑥 +6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6) = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

Hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 𝑥 − 6 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma)

HS 1 −1 −6 Zkoušıḿe−1; ±2; ±3; ±6

−1 1 −2 −4 𝑥 již nenı́ kořen

2 1 1 −4 nenı́ kořen

−2 1 −3 0 ⇒ 𝑥 = −2 je (třetı́) kořen, opět jednonásobný

Rozklad mnohočlenu na součin jeho kořenových činitelů:

𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 − 3) HS 1 −3

3 1 0

kde (čtvrtým) kořenem je 𝑥 = 3 .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 𝑥 podruhé již nenı́ kořen⇒ jednonásobný kořen

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen, opět jednonásobný

Rozklad: 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 −7𝑥 + 𝑥 +6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6) = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

Hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 𝑥 − 6 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma)

HS 1 −1 −6 Zkoušıḿe−1; ±2; ±3; ±6

−1 1 −2 −4 𝑥 již nenı́ kořen

2 1 1 −4 nenı́ kořen

−2 1 −3 0 ⇒ 𝑥 = −2 je (třetı́) kořen, opět jednonásobný

Rozklad mnohočlenu na součin jeho kořenových činitelů:

𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 − 3) HS 1 −3

3 1 0

kde (čtvrtým) kořenem je 𝑥 = 3 .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 𝑥 podruhé již nenı́ kořen⇒ jednonásobný kořen

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen, opět jednonásobný

Rozklad: 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 −7𝑥 + 𝑥 +6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6) = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

Hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 𝑥 − 6 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma)

HS 1 −1 −6 Zkoušıḿe−1; ±2; ±3; ±6

−1 1 −2 −4 𝑥 již nenı́ kořen

2 1 1 −4 nenı́ kořen

−2 1 −3 0 ⇒ 𝑥 = −2 je (třetı́) kořen, opět jednonásobný

Rozklad mnohočlenu na součin jeho kořenových činitelů:

𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 − 3) HS 1 −3

3 1 0

kde (čtvrtým) kořenem je 𝑥 = 3 .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 𝑥 podruhé již nenı́ kořen⇒ jednonásobný kořen

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen, opět jednonásobný

Rozklad: 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 −7𝑥 + 𝑥 +6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6) = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

Hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 𝑥 − 6 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma)

HS 1 −1 −6 Zkoušıḿe−1; ±2; ±3; ±6

−1 1 −2 −4 𝑥 již nenı́ kořen

2 1 1 −4 nenı́ kořen

−2 1 −3 0 ⇒ 𝑥 = −2 je (třetı́) kořen, opět jednonásobný

Rozklad mnohočlenu na součin jeho kořenových činitelů:

𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 − 3) HS 1 −3

3 1 0

kde (čtvrtým) kořenem je 𝑥 = 3 .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 𝑥 podruhé již nenı́ kořen⇒ jednonásobný kořen

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen, opět jednonásobný

Rozklad: 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 −7𝑥 + 𝑥 +6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6) = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

Hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 𝑥 − 6 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma)

HS 1 −1 −6 Zkoušıḿe−1; ±2; ±3; ±6

−1 1 −2 −4 𝑥 již nenı́ kořen

2 1 1 −4 nenı́ kořen

−2 1 −3 0 ⇒ 𝑥 = −2 je (třetı́) kořen, opět jednonásobný

Rozklad mnohočlenu na součin jeho kořenových činitelů:

𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 − 3) HS 1 −3

3 1 0

kde (čtvrtým) kořenem je 𝑥 = 3 .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 𝑥 podruhé již nenı́ kořen⇒ jednonásobný kořen

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen, opět jednonásobný

Rozklad: 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 −7𝑥 + 𝑥 +6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6) = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

Hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 𝑥 − 6 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma)

HS 1 −1 −6 Zkoušıḿe−1; ±2; ±3; ±6

−1 1 −2 −4 𝑥 již nenı́ kořen

2 1 1 −4 nenı́ kořen

−2 1 −3 0 ⇒ 𝑥 = −2 je (třetı́) kořen, opět jednonásobný

Rozklad mnohočlenu na součin jeho kořenových činitelů:

𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 − 3) HS 1 −3

3 1 0

kde (čtvrtým) kořenem je 𝑥 = 3 .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 𝑥 podruhé již nenı́ kořen⇒ jednonásobný kořen

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen, opět jednonásobný

Rozklad: 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 −7𝑥 + 𝑥 +6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6) = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

Hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 𝑥 − 6 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma)

HS 1 −1 −6 Zkoušıḿe−1; ±2; ±3; ±6

−1 1 −2 −4 𝑥 již nenı́ kořen

2 1 1 −4 nenı́ kořen

−2 1 −3 0 ⇒ 𝑥 = −2 je (třetı́) kořen, opět jednonásobný

Rozklad mnohočlenu na součin jeho kořenových činitelů:

𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 − 3) HS 1 −3

3 1 0

kde (čtvrtým) kořenem je 𝑥 = 3 .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 𝑥 podruhé již nenı́ kořen⇒ jednonásobný kořen

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen, opět jednonásobný

Rozklad: 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 −7𝑥 + 𝑥 +6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6) = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

Hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 𝑥 − 6 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma)

HS 1 −1 −6 Zkoušıḿe−1; ±2; ±3; ±6

−1 1 −2 −4 𝑥 již nenı́ kořen

2 1 1 −4 nenı́ kořen

−2 1 −3 0 ⇒ 𝑥 = −2 je (třetı́) kořen, opět jednonásobný

Rozklad mnohočlenu na součin jeho kořenových činitelů:

𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 − 3) HS 1 −3

3 1 0

kde (čtvrtým) kořenem je 𝑥 = 3 .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

Rozkladmnohočlenu: 𝑥 −𝑥 −7𝑥 +𝑥+6 = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 +0𝑥 −7𝑥−6) = (𝑥−1) ⋅ (𝑥 −7𝑥−6)

Nynı́ hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 7𝑥 − 6

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 𝑥 podruhé již nenı́ kořen⇒ jednonásobný kořen

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen, opět jednonásobný

Rozklad: 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 −7𝑥 + 𝑥 +6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6) = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

Hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 𝑥 − 6 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma)

HS 1 −1 −6 Zkoušıḿe−1; ±2; ±3; ±6

−1 1 −2 −4 𝑥 již nenı́ kořen

2 1 1 −4 nenı́ kořen

−2 1 −3 0 ⇒ 𝑥 = −2 je (třetı́) kořen, opět jednonásobný

Rozklad mnohočlenu na součin jeho kořenových činitelů:

𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 − 3) HS 1 −3

3 1 0

kde (čtvrtým) kořenem je 𝑥 = 3 .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
𝑝 | 10

𝑞 | 2
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 5 ; 10

1 ; 2

Zkoušı́me postupně: ± =±1 , =±2 , ± =±5 , ± =±10 , ± , (± = ±1) , ± , (± = ±5)

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 2 −7 1 10

1 ⋅ (2) + (−7) 1 ⋅ (−5) + (1) 1 ⋅ (−4) + (10)

1 2 −5 −4 6 ≠ 0 ⇒ nenı́ kořen

−1 2 −9 10 0 𝑥 = −1 je kořen
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
𝑝 | 10

𝑞 | 2
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 5 ; 10

1 ; 2

Zkoušı́me postupně: ± =±1 , =±2 , ± =±5 , ± =±10 , ± , (± = ±1) , ± , (± = ±5)

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 2 −7 1 10

1 ⋅ (2) + (−7) 1 ⋅ (−5) + (1) 1 ⋅ (−4) + (10)

1 2 −5 −4 6 ≠ 0 ⇒ nenı́ kořen

−1 2 −9 10 0 𝑥 = −1 je kořen
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
𝑝 | 10

𝑞 | 2
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 5 ; 10

1 ; 2

Zkoušı́me postupně: ± =±1 , =±2 , ± =±5 , ± =±10 , ± , (± = ±1) , ± , (± = ±5)

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 2 −7 1 10

1 ⋅ (2) + (−7) 1 ⋅ (−5) + (1) 1 ⋅ (−4) + (10)

1 2 −5 −4 6 ≠ 0 ⇒ nenı́ kořen

−1 2 −9 10 0 𝑥 = −1 je kořen
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
𝑝 | 10

𝑞 | 2
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 5 ; 10

1 ; 2

Zkoušı́me postupně: ± =±1 , =±2 , ± =±5 , ± =±10 , ± , (± = ±1) , ± , (± = ±5)

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 2 −7 1 10

1 ⋅ (2) + (−7) 1 ⋅ (−5) + (1) 1 ⋅ (−4) + (10)

1 2 −5 −4 6 ≠ 0 ⇒ nenı́ kořen

−1 2 −9 10 0 𝑥 = −1 je kořen
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
𝑝 | 10

𝑞 | 2
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 5 ; 10

1 ; 2

Zkoušı́me postupně: ± =±1 , =±2 , ± =±5 , ± =±10 , ± , (± = ±1) , ± , (± = ±5)

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 2 −7 1 10

1 ⋅ (2) + (−7) 1 ⋅ (−5) + (1) 1 ⋅ (−4) + (10)

1 2 −5 −4 6 ≠ 0 ⇒ nenı́ kořen

−1 2 −9 10 0 𝑥 = −1 je kořen
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
𝑝 | 10

𝑞 | 2
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 5 ; 10

1 ; 2

Zkoušı́me postupně: ± =±1 , =±2 , ± =±5 , ± =±10 , ± , (± = ±1) , ± , (± = ±5)

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 2 −7 1 10

1 ⋅ (2) + (−7) 1 ⋅ (−5) + (1) 1 ⋅ (−4) + (10)

1 2 −5 −4 6 ≠ 0 ⇒ nenı́ kořen

−1 2 −9 10 0 𝑥 = −1 je kořen

Hledáme kořeny mnohočlenu 2 𝑥 −9𝑥+10 (metody: rozklad,diskriminant, Hornerovo sch.)

Zkoušı́me postupně: −1, ±2, ±5, ±10, ± , ± ,

𝑥 𝑥 𝑥

HS 2 −9 10

−1 2 −11 21 již nenı́ kořen

2 2 −5 0 𝑥 = 2 je kořen

Rozklad mnohočlenu

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 = (𝑥 + 1) ⋅ (2 𝑥 − 9𝑥 + 10)

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 = (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 2) ⋅ (2𝑥 − 5)
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Najděte kořeny mnohočlenu 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
𝑝 | 10

𝑞 | 2
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 5 ; 10

1 ; 2

Zkoušı́me postupně: ± =±1 , =±2 , ± =±5 , ± =±10 , ± , (± = ±1) , ± , (± = ±5)

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 2 −7 1 10

1 ⋅ (2) + (−7) 1 ⋅ (−5) + (1) 1 ⋅ (−4) + (10)

1 2 −5 −4 6 ≠ 0 ⇒ nenı́ kořen

−1 2 −9 10 0 𝑥 = −1 je kořen

Hledáme kořeny mnohočlenu 2 𝑥 −9𝑥+10 (metody: rozklad,diskriminant, Hornerovo sch.)

Zkoušı́me postupně: −1, ±2, ±5, ±10, ± , ± ,

𝑥 𝑥 𝑥

HS 2 −9 10

−1 2 −11 21 již nenı́ kořen

2 2 −5 0 𝑥 = 2 je kořen

Rozklad mnohočlenu

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 = (𝑥 + 1) ⋅ (2 𝑥 − 9𝑥 + 10)

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 = (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 2) ⋅ (2𝑥 − 5)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
𝑝 | 10

𝑞 | 2
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 5 ; 10

1 ; 2

Zkoušı́me postupně: ± =±1 , =±2 , ± =±5 , ± =±10 , ± , (± = ±1) , ± , (± = ±5)

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 2 −7 1 10

1 ⋅ (2) + (−7) 1 ⋅ (−5) + (1) 1 ⋅ (−4) + (10)

1 2 −5 −4 6 ≠ 0 ⇒ nenı́ kořen

−1 2 −9 10 0 𝑥 = −1 je kořen

Hledáme kořeny mnohočlenu 2 𝑥 −9𝑥+10 (metody: rozklad,diskriminant, Hornerovo sch.)

Zkoušı́me postupně: −1, ±2, ±5, ±10, ± , ± ,

𝑥 𝑥 𝑥

HS 2 −9 10

−1 2 −11 21 již nenı́ kořen

2 2 −5 0 𝑥 = 2 je kořen

Rozklad mnohočlenu

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 = (𝑥 + 1) ⋅ (2 𝑥 − 9𝑥 + 10)

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 = (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 2) ⋅ (2𝑥 − 5)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
𝑝 | 10

𝑞 | 2
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 5 ; 10

1 ; 2

Zkoušı́me postupně: ± =±1 , =±2 , ± =±5 , ± =±10 , ± , (± = ±1) , ± , (± = ±5)

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 2 −7 1 10

1 ⋅ (2) + (−7) 1 ⋅ (−5) + (1) 1 ⋅ (−4) + (10)

1 2 −5 −4 6 ≠ 0 ⇒ nenı́ kořen

−1 2 −9 10 0 𝑥 = −1 je kořen

Hledáme kořeny mnohočlenu 2 𝑥 −9𝑥+10 (metody: rozklad,diskriminant, Hornerovo sch.)

Zkoušı́me postupně: −1, ±2, ±5, ±10, ± , ± ,

𝑥 𝑥 𝑥

HS 2 −9 10

−1 2 −11 21 již nenı́ kořen

2 2 −5 0 𝑥 = 2 je kořen

Rozklad mnohočlenu

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 = (𝑥 + 1) ⋅ (2 𝑥 − 9𝑥 + 10)

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 = (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 2) ⋅ (2𝑥 − 5)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

2. Racionální lomená funkce

Funkci danou předpisem

𝑅(𝑥) =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
,

kde P , Q jsou mnohočleny a Q je navı́c nenulový mnohočlen, nazýváme racionální

(lomenou) funkcí. Rı́káme, že funkce R je ryze lomená jestliže st𝑃 < st𝑄 a neryze lomená

jestliže st𝑃 ≥ st𝑄.

Napřı́klad

1. 𝑅 ∶ 𝑦 =
3𝑥 + 2

𝑥 − 2
je neryze lomená racionálnı́ funkce;

2. 𝑅 ∶ 𝑦 =
2𝑥

5𝑥 + 7𝑥 + 𝑥 − 2
je ryze lomená racionálnı́ funkce.

Je-li R neryze lomená racionálnı́ funkce, pak lze provést dělenı́ mnohočlenu mnohočlenem. Při dě-

lenı́ 𝑃(𝑥) ∶ 𝑄(𝑥) dostaneme podı́l 𝑆(𝑥) a zbytek T(x) .

Přitom platı́ st𝑇 < st𝑄 (dělı́me prostě tak dlouho, dokud to jde), tedy

𝑅(𝑥) =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
= 𝑆(𝑥) +

𝑇(𝑥)

𝑄(𝑥)
. (26)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

U mnohočlenů (v předchozı́ kapitole) hrál důležitou roli rozklad na součin (lineárnı́ch či kvadratic-

kých činitelů). Podobně u racionálnı́ch lomených funkcı́ je v řadě aplikacı́ důležité něco podobného. Na

rozdı́l od mnohočlenů, kde jde o rozklad na součin, půjde zde o rozklad na součet jednoduššıćh raci-

onálnı́ch lomených funkcı,́ které nazýváme parciální zlomky. Vlastně jde o opačný postup, kterým je

sčıt́ánı́ zlomků po převodu na společného jmenovatele.

2.1. Parciální zlomky

jsou speciálnı́ racionálnı́ lomené funkce. Rozlišujeme dva typy parciálnı́ch zlomků:

𝐴

(𝑥 − 𝛼)
kde 𝑘 je přirozené čı́slo, 𝛼, 𝐴 jsou reálná čı́sla

a

𝑀𝑥 + 𝑁

(𝑥 + 𝑝𝑥 + 𝑞)
kde 𝑘 je přirozené čı́slo, 𝑀, 𝑁, 𝑝, 𝑞 jsou reálná čı́sla a navı́c 𝑝 − 4𝑞 < 0 .

U prvnı́ho typu je ve jmenovateli nějaká mocnina (třeba i prvnı́) lineárnı́ho dvojčlenu tvaru 𝑥 − 𝛼

a v čitateli je konstanta. U druhého typu je jmenovateli nějaká mocnina (třeba i prvnı)́ kvadratického

trojčlenu tvaru 𝑥 + 𝑝𝑥 + 𝑞 majıćı́ho komplexnı́ kořeny (záporný diskriminant) a v čitateli je lineárnı́

dvojčlen (nebo konstanta, pokud je𝑀 rovno nule). Parciální zlomky jsou vždy ryze lomené. A protože

součet ryze lomených racionálnı́ch funkcı́ (parciálnı́ch zlomků) nemůže být neryze lomená racionálnı́

funkce,můžeme na parciálnı́ zlomky rozkládat pouze ryzı́ racionálnı́ funkce. V přıṕadě neryzı́ racionálnı́

funkce ji nejprve dělenı́m převedeme na tvar (26) a rozkládáme funkci
( )

( )
.
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2.2. Typy rozkladů na parciální zlomky

Nynı́ si ukážeme, jak lze napsat v konkrétnı́ch přı́padech rozklady ryze lomené racionálnı́ funkce

𝑅(𝑥) =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
.

Reálný jednonásobný kořen jmenovatele 𝑄(𝑥), pak: 𝑅(𝑥) =
𝐴

𝑥 − 𝑎

kde a je kořen jmenovatele dané racionálnı́ lomené funkce, x–a (x mínus kořen) je přı́slušný

kořenový činitel a A je čı́slo (parametr), který hledáme.

Reálný 𝑛 násobný kořen jmenovatele 𝑄(𝑥), pak:

𝑅(𝑥) =
𝐴

𝑥 − 𝑎
+

𝐵

(𝑥 − 𝑎)
+ … +

𝐶

(𝑥 − 𝑎)
+

𝐷

(𝑥 − 𝑎)

kde a je násobný kořen jmenovatele (s násobnostı́ 𝑛) dané racionálnı́ lomené funkce, x–a je

přı́slušný kořenový činitel a A , B , C , D jsou čı́sla (parametry), která hledáme.

Dvojice jednonásobných komplexně sdružených kořenů jmenovatele 𝑄(𝑥), pak:

𝑅(𝑥) =
𝐴𝑥 + 𝐵

𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑏 ⋅ 𝑥 + 𝑐

kde a , b , c jsou koefecienty kvadratického dvojčlenu takové, že 𝑎 ≠ 0 a 𝑏 − 4𝑎𝑐 < 0 ,

A , B jsou čı́sla (parametry), která hledáme.
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Dvojice 𝑛 násobných komplexně sdružených kořenů jmenovatele 𝑄(𝑥), pak:

𝑅(𝑥) =
𝐴𝑥 + 𝐵

𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑏 ⋅ 𝑥 + 𝑐
+

𝐶𝑥 + 𝐷

(𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑏 ⋅ 𝑥 + 𝑐)
+ … +

𝐸𝑥 + 𝐹

(𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑏 ⋅ 𝑥 + 𝑐)
+

𝐺𝑥 + 𝐻

(𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑏 ⋅ 𝑥 + 𝑐)

kde a , b , c jsou koefecienty kvadratického dvojčlenu takové, že 𝑎 ≠ 0 a 𝑏 − 4𝑎𝑐 < 0 ,

A , B , C , D jsou čı́sla (parametry), která hledáme.

2.3. Postup rozkladu racionální lomené funkce na parciální zlomky

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

Pokud NENÍ ryzí (v čitateli „nahoře“ zadané racionálnı́ lomené funkce je mnohočlen stejného či vyššı́-

ho řádu jako má mnohočlen jmenovatele „dole“), provedeme zlomkovou čarou naznačené dělenı.́

Přı́padný zbytek po tomto dělenı́ je již ryzí racionálnı́ lomená funkce.

Pokud JE ryzí, pokračujeme druhým bodem.

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Kořeny hledáme pouze reálné. Komplexně sdružené nevyčı́slujeme, ale nahradı́me je kvadratickým

dvojčlenem. Přitom využıv́áme následujı́cı́ vlastnost (25).
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Celočıśelný kořen mnohočlenu s celočı́selnými koe icienty

𝑅 (𝑥) = a 𝑥 + 𝑎 𝑥 + … + 𝑎 𝑥 + a , 𝑥 ∈ ℝ ,

kde n je přirozené čıślo (1 ≤ 𝑛 ∈ ℕ), a , 𝑎 , …, 𝑎 , a jsou celá čı́sla, (a ≠ 0, a ≠ 0)

musı́ bezezbytku dělit (být dělitelem) jeho absolutnı́ člen (koe icient 𝑎 u proměnné 𝑥 – která

tam není!)

Pro racionálnı́ kořen 𝛼 = (kde p, q jsou nesoudělná celá čı́sla ⇒ pokrátit!) mnohočlenu

s celočı́selnými koe icienty platı,́ že: p dělı́ bezezbytku koe icient a a q dělı́ a .

Tedy: 𝛼 =
𝑝 | a

𝑞 | a

3. Stanovíme typy parciálních zlomků a určíme parametry. Počet parametrů = stupeň jmenovatele!

Při určovánı́ parametrů využıv́áme následujı́cı́ dvě metody (přı́padně je vhodně kombinujeme) po-

té, co rovnici vynásobíme společným jmenovatelem (abychom se zbavili zlomků) a tı́m dostaneme

rovnost dvou mnohočlenů.

Dosazujeme za x vhodná čísla, nejlépe kořeny jmenovatele.

Protože majı́-li se dva mnohočleny rovnat, musejı́ mı́t stejné funkčnı́ hodnoty pro všechna x .

Porovnáme koeficienty u odpovídajících si mocnin proměnné x .

Protože majı́-li se dva mnohočleny rovnat, musejı́ mı́t stejné přı́slušné koe icienty.
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Reálné jednonásobné kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 2𝑥 − 1

𝑥 − 𝑥
.
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Reálné jednonásobné kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 2𝑥 − 1

𝑥 − 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

Pokud NENÍ ryzí (v čitateli „nahoře“ zadané racionálnı́ lomené funkce je mnohočlen stejného či vyššı́-

ho řádu jako má mnohočlen jmenovatele „dole“), provedeme zlomkovou čarou naznačené dělenı.́

Přı́padný zbytek po tomto dělenı́ je již ryzí racionálnı́ lomená funkce.

Pokud JE ryzí, pokračujeme druhým bodem.
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Reálné jednonásobné kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 2𝑥 − 1

𝑥 − 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (2) je menšı́ než stupeň jmenovatele (3).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Kořeny hledáme pouze reálné. Komplexně sdružené nevyčı́slujeme, ale nahradı́me je kvadratickým

dvojčlenem.
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Reálné jednonásobné kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 2𝑥 − 1

𝑥 − 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (2) je menšı́ než stupeň jmenovatele (3).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Kořeny hledáme pouze reálné. Komplexně sdružené nevyčı́slujeme, ale nahradı́me je kvadratickým

dvojčlenem.

Součin kořenových činitelů: 𝑥 − 𝑥 = 𝑥 ⋅ (𝑥 − 1) = 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 1)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Reálné jednonásobné kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 2𝑥 − 1

𝑥 − 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (2) je menšı́ než stupeň jmenovatele (3).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Součin kořenových činitelů: 𝑥 − 𝑥 = 𝑥 ⋅ (𝑥 − 1) = 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 1)

3. Stanovíme typy parciálních zlomků a určíme parametry. Počet parametrů = stupeň jmenovatele!

Typy parciálních zlomků: 𝑅(𝑥) =
(𝑥) + 2(𝑥) − 1

(𝑥) ⋅ [(𝑥) + 1] ⋅ [(𝑥) − 1]
=
𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 + 1
+

𝐶

𝑥 − 1
| 𝑥 ⋅(𝑥+1)⋅(𝑥−1)

Při určovánı́ parametrů využıv́áme následujı́cı́ dvě metody (přıṕadně je vhodně kombinujeme) poté, co

rovnici vynásobíme společným jmenovatelem (abychom se zbavili zlomků) a tı́m dostaneme rovnost

dvou mnohočlenů.

Dosazujeme za x vhodná čísla, nejlépe kořeny jmenovatele.

Protože majı́-li se dva mnohočleny rovnat, musejı́ mı́t stejné funkčnı́ hodnoty pro všechna x .

Porovnáme koeficienty u odpovídajících si mocnin proměnné x .

Protože majı́-li se dva mnohočleny rovnat, musejı́ mı́t stejné přı́slušné koe icienty.
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Reálné jednonásobné kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 2𝑥 − 1

𝑥 − 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (2) je menšı́ než stupeň jmenovatele (3).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Součin kořenových činitelů: 𝑥 − 𝑥 = 𝑥 ⋅ (𝑥 − 1) = 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 1)

3. Stanovíme typy parciálních zlomků a určíme parametry. Počet parametrů = stupeň jmenovatele!

Typy parciálních zlomků: 𝑅(𝑥) =
(𝑥) + 2(𝑥) − 1

(𝑥) ⋅ [(𝑥) + 1] ⋅ [(𝑥) − 1]
=
𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 + 1
+

𝐶

𝑥 − 1
| 𝑥 ⋅(𝑥+1)⋅(𝑥−1)

Určení parametrů: (𝑥) + 2(𝑥) − 1 = 𝐴 ⋅ [(𝑥) + 1] ⋅ [(𝑥) − 1] + 𝐵 ⋅ (𝑥) ⋅ [(𝑥) − 1] + 𝐶 ⋅ (𝑥) ⋅ [(𝑥) + 1]

𝑥 = 0 ∶ (0) + 2 ⋅ (0) − 1 = 𝐴 ⋅ [(0) + 1] ⋅ [(0) − 1] + 0+ 0 ⟹−1=−𝐴⟹ 𝐴 = 1

𝑥 = 1 ∶ (1) + 2 ⋅ (1) − 1 = 0+ 0+ 𝐶 ⋅ (1) ⋅ [(1) + 1] ⟹ 2 = 2𝐶 ⟹ 𝐶 = 1

𝑥 = −1∶ (−1) + 2 ⋅ (−1) − 1 = 0+ 𝐵 ⋅ (−1) ⋅ [(−1) − 1] + 0 ⟹−2= 2𝐵 ⟹ 𝐵 = −1
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Reálné jednonásobné kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 2𝑥 − 1

𝑥 − 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (2) je menšı́ než stupeň jmenovatele (3).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Součin kořenových činitelů: 𝑥 − 𝑥 = 𝑥 ⋅ (𝑥 − 1) = 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 1)

3. Stanovíme typy parciálních zlomků a určíme parametry. Počet parametrů = stupeň jmenovatele!

Typy parciálních zlomků: 𝑅(𝑥) =
(𝑥) + 2(𝑥) − 1

(𝑥) ⋅ [(𝑥) + 1] ⋅ [(𝑥) − 1]
=
𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 + 1
+

𝐶

𝑥 − 1
| 𝑥 ⋅(𝑥+1)⋅(𝑥−1)

Výsledek: 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 2𝑥 − 1

𝑥 − 𝑥
=
1

𝑥
+

−1

𝑥 + 1
+

1

𝑥 − 1

Správnost výpočtu můžeme ověřit tak, že všechny tři parciálnı́ zlomky sečteme (samozřejmě je při sčı́-

tánı́ převedeme na společného jmenovatele) a musı́me dostat opět zadanou funkci 𝑅(𝑥) .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Reálné vícenásobné kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci: 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 − 1

𝑥 − 𝑥
.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Reálné vícenásobné kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci: 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 − 1

𝑥 − 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

Pokud NENÍ ryzí (v čitateli „nahoře“ zadané racionálnı́ lomené funkce je mnohočlen stejného či vyššı́-

ho řádu jako má mnohočlen jmenovatele „dole“), provedeme zlomkovou čarou naznačené dělenı.́

Přı́padný zbytek po tomto dělenı́ je již ryzí racionálnı́ lomená funkce.

Pokud JE ryzí, pokračujeme druhým bodem.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Reálné vícenásobné kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci: 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 − 1

𝑥 − 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (2) je menšı́ než stupeň jmenovatele (3).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Kořeny hledáme pouze reálné. Komplexně sdružené nevyčı́slujeme, ale nahradı́me je kvadratickým

dvojčlenem.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Reálné vícenásobné kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci: 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 − 1

𝑥 − 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (2) je menšı́ než stupeň jmenovatele (3).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Kořeny hledáme pouze reálné. Komplexně sdružené nevyčı́slujeme, ale nahradı́me je kvadratickým

dvojčlenem.

Součin kořenových činitelů: 𝑥 − 𝑥 = 𝑥 ⋅ (𝑥 − 1)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Reálné vícenásobné kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci: 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 − 1

𝑥 − 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (2) je menšı́ než stupeň jmenovatele (3).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Součin kořenových činitelů: 𝑥 − 𝑥 = 𝑥 ⋅ (𝑥 − 1)

3. Stanovíme typy parciálních zlomků a určíme parametry. Počet parametrů = stupeň jmenovatele!

Typy parciálních zlomků: 𝑅(𝑥) =
(𝑥) + (𝑥) − 1

(𝑥) ⋅ [(𝑥) − 1]
=

𝐴

𝑥 − 1
+
𝐵

𝑥
+

𝐶

𝑥
| 𝑥 ⋅ (𝑥 − 1)

Při určovánı́ parametrů využıv́áme následujı́cı́ dvě metody (přıṕadně je vhodně kombinujeme) poté, co

rovnici vynásobíme společným jmenovatelem (abychom se zbavili zlomků) a tı́m dostaneme rovnost

dvou mnohočlenů.

Dosazujeme za x vhodná čísla, nejlépe kořeny jmenovatele.

Protože majı́-li se dva mnohočleny rovnat, musejı́ mı́t stejné funkčnı́ hodnoty pro všechna x .

Porovnáme koeficienty u odpovídajících si mocnin proměnné x .

Protože majı́-li se dva mnohočleny rovnat, musejı́ mı́t stejné přı́slušné koe icienty.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Reálné vícenásobné kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci: 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 − 1

𝑥 − 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (2) je menšı́ než stupeň jmenovatele (3).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Součin kořenových činitelů: 𝑥 − 𝑥 = 𝑥 ⋅ (𝑥 − 1)

3. Stanovíme typy parciálních zlomků a určíme parametry. Počet parametrů = stupeň jmenovatele!

Typy parciálních zlomků: 𝑅(𝑥) =
(𝑥) + (𝑥) − 1

(𝑥) ⋅ [(𝑥) − 1]
=

𝐴

𝑥 − 1
+
𝐵

𝑥
+

𝐶

𝑥
| 𝑥 ⋅ (𝑥 − 1)

Určení parametrů: (𝑥) + (𝑥) − 1 = 𝐴 ⋅ (𝑥) + 𝐵 ⋅ (𝑥) ⋅ [(𝑥) − 1] + 𝐶 ⋅ [(𝑥) − 1]

𝑥 = 0∶ (0) + (0) − 1 = 0+ 0+ 𝐶 ⋅ [(0) − 1] ⟹ −1 = −𝐶 ⟹ 𝐶 = 1

𝑥 = 1∶ (1) + (1) − 1 = 𝐴 ⋅ (1) + 0+ 0 ⟹ 1= 𝐴 ⟹ 𝐴 = 1

𝑥 ∶ 1 = 𝐴 + 𝐵 ⟹ 1= 1 + 𝐵⟹ 𝐵 = 0
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Reálné vícenásobné kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci: 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 − 1

𝑥 − 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (2) je menšı́ než stupeň jmenovatele (3).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Součin kořenových činitelů: 𝑥 − 𝑥 = 𝑥 ⋅ (𝑥 − 1)

3. Stanovíme typy parciálních zlomků a určíme parametry. Počet parametrů = stupeň jmenovatele!

Typy parciálních zlomků: 𝑅(𝑥) =
(𝑥) + (𝑥) − 1

(𝑥) ⋅ [(𝑥) − 1]
=

𝐴

𝑥 − 1
+
𝐵

𝑥
+

𝐶

𝑥
| 𝑥 ⋅ (𝑥 − 1)

Výsledek: 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 − 1

𝑥 − 𝑥
=

1

𝑥 − 1
+
0

𝑥
+

1

𝑥
=

1

𝑥 − 1
+

1

𝑥

Správnost výpočtu můžeme ověřit tak, že oba dva parciálnı́ zlomky sečteme (samozřejmě je při sčı́tánı́

převedeme na společného jmenovatele) a musı́me dostat opět zadanou funkci 𝑅(𝑥) .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jednonásobné komplexně sdružené kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 + 1

𝑥 + 𝑥
.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jednonásobné komplexně sdružené kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 + 1

𝑥 + 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

Pokud NENÍ ryzí (v čitateli „nahoře“ zadané racionálnı́ lomené funkce je mnohočlen stejného či vyššı́-

ho řádu jako má mnohočlen jmenovatele „dole“), provedeme zlomkovou čarou naznačené dělenı.́

Přı́padný zbytek po tomto dělenı́ je již ryzí racionálnı́ lomená funkce.

Pokud JE ryzí, pokračujeme druhým bodem.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jednonásobné komplexně sdružené kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 + 1

𝑥 + 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (2) je menšı́ než stupeň jmenovatele (3).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Kořeny hledáme pouze reálné. Komplexně sdružené nevyčı́slujeme, ale nahradı́me je kvadratickým

dvojčlenem.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jednonásobné komplexně sdružené kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 + 1

𝑥 + 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (2) je menšı́ než stupeň jmenovatele (3).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Kořeny hledáme pouze reálné. Komplexně sdružené nevyčı́slujeme, ale nahradı́me je kvadratickým

dvojčlenem.

Součin kořenových činitelů: 𝑥 + 𝑥 = 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1) Kořeny závorky jsou komplexnı́.

Protože 𝑥 ≥ 0 (pro každé reálné čı́slo x ), musı́ platit 𝑥 + 1 ≥ 1 . Tedy 𝑥 + 1 ≠ 0

a proto neexistuje reálný kořen (kvadratického dvojčlenu) mnohočlenu v závorce.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jednonásobné komplexně sdružené kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 + 1

𝑥 + 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (2) je menšı́ než stupeň jmenovatele (3).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Součin kořenových činitelů: 𝑥 + 𝑥 = 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1) Kořeny závorky jsou komplexnı́.

3. Stanovíme typy parciálních zlomků a určíme parametry. Počet parametrů = stupeň jmenovatele!

Typy parciálních zlomků: 𝑅(𝑥) =
(𝑥) + (𝑥) + 1

(𝑥) ⋅ [(𝑥) + 1]
=
𝐴

𝑥
+
𝐵 ⋅ 𝑥 + 𝐶

𝑥 + 1
| 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1)

Při určovánı́ parametrů využıv́áme následujı́cı́ dvě metody (přıṕadně je vhodně kombinujeme) poté, co

rovnici vynásobíme společným jmenovatelem (abychom se zbavili zlomků) a tı́m dostaneme rovnost

dvou mnohočlenů.

Dosazujeme za x vhodná čísla, nejlépe kořeny jmenovatele.

Protože majı́-li se dva mnohočleny rovnat, musejı́ mı́t stejné funkčnı́ hodnoty pro všechna x .

Porovnáme koeficienty u odpovídajících si mocnin proměnné x .

Protože majı́-li se dva mnohočleny rovnat, musejı́ mı́t stejné přı́slušné koe icienty.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jednonásobné komplexně sdružené kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 + 1

𝑥 + 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (2) je menšı́ než stupeň jmenovatele (3).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Součin kořenových činitelů: 𝑥 + 𝑥 = 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1) Kořeny závorky jsou komplexnı́.

3. Stanovíme typy parciálních zlomků a určíme parametry. Počet parametrů = stupeň jmenovatele!

Typy parciálních zlomků: 𝑅(𝑥) =
(𝑥) + (𝑥) + 1

(𝑥) ⋅ [(𝑥) + 1]
=
𝐴

𝑥
+
𝐵 ⋅ 𝑥 + 𝐶

𝑥 + 1
| 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1)

Určení parametrů: (𝑥) + (𝑥) + 1 = 𝐴 ⋅ [(𝑥) + 1] + [𝐵 ⋅ (𝑥) + 𝐶] ⋅ (𝑥)

𝑥 = 0∶ (0) + (0) + 1 = 𝐴 ⋅ [(0) + 1] + 0 ⟹ 1= 𝐴 ⟹ 𝐴 = 1

𝑥 ∶ 1 = 𝐴 + 𝐵 ⟹ 1= 1 + 𝐵⟹ 𝐵 = 0

𝑥 ∶ 1 = 𝐶 ⟹ 𝐶 = 1
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jednonásobné komplexně sdružené kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 + 1

𝑥 + 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (2) je menšı́ než stupeň jmenovatele (3).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Součin kořenových činitelů: 𝑥 + 𝑥 = 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1) Kořeny závorky jsou komplexnı́.

3. Stanovíme typy parciálních zlomků a určíme parametry. Počet parametrů = stupeň jmenovatele!

Typy parciálních zlomků: 𝑅(𝑥) =
(𝑥) + (𝑥) + 1

(𝑥) ⋅ [(𝑥) + 1]
=
𝐴

𝑥
+
𝐵 ⋅ 𝑥 + 𝐶

𝑥 + 1
| 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1)

Výsledek: 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 + 1

𝑥 + 𝑥
=
1

𝑥
+
0 ⋅ 𝑥 + 1

𝑥 + 1
=
1

𝑥
+

1

𝑥 + 1

Správnost výpočtu můžeme ověřit tak, že oba dva výsledné parciálnı́ zlomky sečteme (samozřejmě je

při sčı́tánı́ převedeme na společného jmenovatele) a musı́me dostat opět zadanou funkci 𝑅(𝑥) .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Vícenásobné komplexně sdružené kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 + 2𝑥 + 1

𝑥 + 2𝑥 + 𝑥
.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Vícenásobné komplexně sdružené kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 + 2𝑥 + 1

𝑥 + 2𝑥 + 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

Pokud NENÍ ryzí (v čitateli „nahoře“ zadané racionálnı́ lomené funkce je mnohočlen stejného či vyššı́-

ho řádu jako má mnohočlen jmenovatele „dole“), provedeme zlomkovou čarou naznačené dělenı.́

Přı́padný zbytek po tomto dělenı́ je již ryzí racionálnı́ lomená funkce.

Pokud JE ryzí, pokračujeme druhým bodem.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Vícenásobné komplexně sdružené kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 + 2𝑥 + 1

𝑥 + 2𝑥 + 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (4) je menšı́ než stupeň jmenovatele (7).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Kořeny hledáme pouze reálné. Komplexně sdružené nevyčı́slujeme, ale nahradı́me je kvadratickým

dvojčlenem.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Vícenásobné komplexně sdružené kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 + 2𝑥 + 1

𝑥 + 2𝑥 + 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (4) je menšı́ než stupeň jmenovatele (7).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Kořeny hledáme pouze reálné. Komplexně sdružené nevyčı́slujeme, ale nahradı́me je kvadratickým

dvojčlenem.

Součin kořenových činitelů 𝑥 + 2𝑥 + 𝑥 = 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1) Kořeny závorky jsou komplexnı́.

Protože 𝑥 ≥ 0 (pro každé reálné čı́slo x ), musı́ platit 𝑥 + 1 ≥ 1 . Tedy 𝑥 + 1 ≠ 0

a proto neexistuje reálný kořen (kvadratického dvojčlenu) mnohočlenu v závorce.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Vícenásobné komplexně sdružené kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 + 2𝑥 + 1

𝑥 + 2𝑥 + 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (4) je menšı́ než stupeň jmenovatele (7).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Součin kořenových činitelů 𝑥 + 2𝑥 + 𝑥 = 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1) Kořeny závorky jsou komplexnı́.

3. Stanovíme typy parciálních zlomků a určíme parametry. Počet parametrů = stupeň jmenovatele!

Typy parciálních zlomků 𝑅(𝑥) =
𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥
+

𝐶

𝑥
+
𝐷 ⋅ 𝑥 + 𝐸

𝑥 + 1
+

𝐹 ⋅ 𝑥 + 𝐺

(𝑥 + 1)
| 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1)

Při určovánı́ parametrů využıv́áme následujı́cı́ dvě metody (přıṕadně je vhodně kombinujeme) poté, co

rovnici vynásobíme společným jmenovatelem (abychom se zbavili zlomků) a tı́m dostaneme rovnost

dvou mnohočlenů.

Dosazujeme za x vhodná čísla, nejlépe kořeny jmenovatele.

Protože majı́-li se dva mnohočleny rovnat, musejı́ mı́t stejné funkčnı́ hodnoty pro všechna x .

Porovnáme koeficienty u odpovídajících si mocnin proměnné x .

Protože majı́-li se dva mnohočleny rovnat, musejı́ mı́t stejné přı́slušné koe icienty.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Vícenásobné komplexně sdružené kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 + 2𝑥 + 1

𝑥 + 2𝑥 + 𝑥
.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (4) je menšı́ než stupeň jmenovatele (7).

Součin kořenových činitelů 𝑥 + 2𝑥 + 𝑥 = 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1) Kořeny závorky jsou komplexnı́.

Typy parciálních zlomků 𝑅(𝑥) =
𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥
+

𝐶

𝑥
+
𝐷 ⋅ 𝑥 + 𝐸

𝑥 + 1
+

𝐹 ⋅ 𝑥 + 𝐺

(𝑥 + 1)
| 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1)

Určení parametrů: 𝑥 + 𝑥 + 2𝑥 + 1 =

= 𝐴 ⋅ 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1) + 𝐵 ⋅ 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1) + 𝐶 ⋅ (𝑥 + 1) + (𝐷 ⋅ 𝑥 + 𝐸) ⋅ 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1) + (𝐹 ⋅ 𝑥 + 𝐺) ⋅ 𝑥 =

= 𝐴⋅(𝑥 +2𝑥 +𝑥 )+𝐵 ⋅(𝑥 +2𝑥 +𝑥)+𝐶 ⋅(𝑥 +2𝑥 +1)+𝐷 ⋅(𝑥 +𝑥 )+𝐸 ⋅(𝑥 +𝑥 )+𝐹 ⋅𝑥 +𝐺 ⋅𝑥

𝑥 = 0∶ 1 = 𝐶 ⟹ 𝐶 = 1

𝑥 ∶ 0 = 𝐵 ⟹ 𝐵 = 0

𝑥 ∶ 2 = 𝐴 + 2𝐶 ⟹ 2= 𝐴 + 2 ⟹ 𝐴 = 0

𝑥 ∶ 0 = 𝐵 + 𝐸 ⟹ 0= 0 + 𝐸 ⟹ 𝐸 = 0

𝑥 ∶ 0 = 𝐴 + 𝐷 ⟹ 0= 0 + 𝐷 ⟹ 𝐷 = 0

𝑥 ∶ 1 = 2𝐴 + 𝐶 + 𝐷 + 𝐹
, ,

⟹ 1= 0 + 1 + 0 + 𝐹⟹ 𝐹 = 0

𝑥 ∶ 1 = 2𝐵 + 𝐸 + 𝐺
,

⟹ 1= 0 + 0 + 𝐺 ⟹ 𝐺 = 1



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Vícenásobné komplexně sdružené kořeny jmenovatele

Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 + 2𝑥 + 1

𝑥 + 2𝑥 + 𝑥
.

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (4) je menšı́ než stupeň jmenovatele (7).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Součin kořenových činitelů 𝑥 + 2𝑥 + 𝑥 = 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1) Kořeny závorky jsou komplexnı́.

3. Stanovíme typy parciálních zlomků a určíme parametry. Počet parametrů = stupeň jmenovatele!

Typy parciálních zlomků 𝑅(𝑥) =
𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥
+

𝐶

𝑥
+
𝐷 ⋅ 𝑥 + 𝐸

𝑥 + 1
+

𝐹 ⋅ 𝑥 + 𝐺

(𝑥 + 1)
| 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1)

Výsledek 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 + 2𝑥 + 1

𝑥 + 2𝑥 + 𝑥
=
0

𝑥
+

0

𝑥
+

1

𝑥
+
0 ⋅ 𝑥 + 0

𝑥 + 1
+

0 ⋅ 𝑥 + 1

(𝑥 + 1)
=

1

𝑥
+

1

(𝑥 + 1)

Správnost výpočtu můžeme ověřit tak, že oba dva výsledné parciálnı́ zlomky sečteme (samozřejmě je

při sčı́tánı́ převedeme na společného jmenovatele) a musı́me dostat opět zadanou funkci 𝑅(𝑥) .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Příklad 1. Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 14𝑥 − 3𝑥 − 24

𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Příklad 1. Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 14𝑥 − 3𝑥 − 24

𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

Pokud NENÍ ryzí (v čitateli „nahoře“ zadané racionálnı́ lomené funkce je mnohočlen stejného či vyššı́-

ho řádu jako má mnohočlen jmenovatele „dole“), provedeme zlomkovou čarou naznačené dělenı.́

Přı́padný zbytek po tomto dělenı́ je již ryzí racionálnı́ lomená funkce.

Pokud JE ryzí, pokračujeme druhým bodem.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Příklad 1. Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 14𝑥 − 3𝑥 − 24

𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (3) je menšı́ než stupeň jmenovatele (4).
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Příklad 1. Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 14𝑥 − 3𝑥 − 24

𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (3) je menšı́ než stupeň jmenovatele (4).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Kořeny hledáme pouze reálné. Komplexně sdružené nevyčı́slujeme, ale nahradı́me je kvadratickým

dvojčlenem. Přitom využıv́áme následujı́cı́ vlastnost (25).

Celočıśelný kořen mnohočlenu s celočı́selnými koe icienty

𝑅 (𝑥) = a 𝑥 + 𝑎 𝑥 + … + 𝑎 𝑥 + a , 𝑥 ∈ ℝ ,

kde n je přirozené čıślo (1 ≤ 𝑛 ∈ ℕ), a , 𝑎 , …, 𝑎 , a jsou celá čı́sla, (a ≠ 0, a ≠ 0)

musı́ bezezbytku dělit (být dělitelem) jeho absolutnı́ člen (koe icient 𝑎 u proměnné 𝑥 – která

tam není!)

Pro racionálnı́ kořen 𝛼 = (kde p, q jsou nesoudělná celá čı́sla ⇒ pokrátit!) mnohočlenu

s celočı́selnými koe icienty platı,́ že: p dělı́ bezezbytku koe icient a a q dělı́ a .

Tedy: 𝛼 =
𝑝 | a

𝑞 | a
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Hledáme kořeny mnohočlenu 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 .



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 ≠ 0 ⇒ (prvnı)́ kořen 𝑥 = 1 je jednonásobný

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen: 𝑥 − 𝑥 − 6 = 0

𝑎 𝑏 𝑐 řešı́me rozkladem, diskriminantem, Hornerovým s.

𝑥 ; =
−𝑏 ± √𝑏 − 4𝑎 𝑐

2 𝑎
=
−(−1) ± (−1) − 4 ⋅ (1) ⋅ (−6)

2 ⋅ (1)
=
1 ± √1 + 24

2
=
1 ± √25

2
=
1 ± 5

2

𝑥 = = 3 𝑥 = = −2

Rozklad: 𝑥 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6)

𝑥 ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

𝑥 ; ; ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 3) ⋅ (𝑥 + 2)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 ≠ 0 ⇒ (prvnı)́ kořen 𝑥 = 1 je jednonásobný

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen: 𝑥 − 𝑥 − 6 = 0

𝑎 𝑏 𝑐 řešı́me rozkladem, diskriminantem, Hornerovým s.

𝑥 ; =
−𝑏 ± √𝑏 − 4𝑎 𝑐

2 𝑎
=
−(−1) ± (−1) − 4 ⋅ (1) ⋅ (−6)

2 ⋅ (1)
=
1 ± √1 + 24

2
=
1 ± √25

2
=
1 ± 5

2

𝑥 = = 3 𝑥 = = −2

Rozklad: 𝑥 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6)

𝑥 ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

𝑥 ; ; ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 3) ⋅ (𝑥 + 2)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 ≠ 0 ⇒ (prvnı)́ kořen 𝑥 = 1 je jednonásobný

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen: 𝑥 − 𝑥 − 6 = 0

𝑎 𝑏 𝑐 řešı́me rozkladem, diskriminantem, Hornerovým s.

𝑥 ; =
−𝑏 ± √𝑏 − 4𝑎 𝑐

2 𝑎
=
−(−1) ± (−1) − 4 ⋅ (1) ⋅ (−6)

2 ⋅ (1)
=
1 ± √1 + 24

2
=
1 ± √25

2
=
1 ± 5

2

𝑥 = = 3 𝑥 = = −2

Rozklad: 𝑥 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6)

𝑥 ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

𝑥 ; ; ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 3) ⋅ (𝑥 + 2)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 ≠ 0 ⇒ (prvnı)́ kořen 𝑥 = 1 je jednonásobný

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen: 𝑥 − 𝑥 − 6 = 0

𝑎 𝑏 𝑐 řešı́me rozkladem, diskriminantem, Hornerovým s.

𝑥 ; =
−𝑏 ± √𝑏 − 4𝑎 𝑐

2 𝑎
=
−(−1) ± (−1) − 4 ⋅ (1) ⋅ (−6)

2 ⋅ (1)
=
1 ± √1 + 24

2
=
1 ± √25

2
=
1 ± 5

2

𝑥 = = 3 𝑥 = = −2

Rozklad: 𝑥 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6)

𝑥 ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

𝑥 ; ; ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 3) ⋅ (𝑥 + 2)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 ≠ 0 ⇒ (prvnı)́ kořen 𝑥 = 1 je jednonásobný

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen: 𝑥 − 𝑥 − 6 = 0

𝑎 𝑏 𝑐 řešı́me rozkladem, diskriminantem, Hornerovým s.

𝑥 ; =
−𝑏 ± √𝑏 − 4𝑎 𝑐

2 𝑎
=
−(−1) ± (−1) − 4 ⋅ (1) ⋅ (−6)

2 ⋅ (1)
=
1 ± √1 + 24

2
=
1 ± √25

2
=
1 ± 5

2

𝑥 = = 3 𝑥 = = −2

Rozklad: 𝑥 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6)

𝑥 ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

𝑥 ; ; ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 3) ⋅ (𝑥 + 2)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 ≠ 0 ⇒ (prvnı)́ kořen 𝑥 = 1 je jednonásobný

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen: 𝑥 − 𝑥 − 6 = 0

𝑎 𝑏 𝑐 řešı́me rozkladem, diskriminantem, Hornerovým s.

𝑥 ; =
−𝑏 ± √𝑏 − 4𝑎 𝑐

2 𝑎
=
−(−1) ± (−1) − 4 ⋅ (1) ⋅ (−6)

2 ⋅ (1)
=
1 ± √1 + 24

2
=
1 ± √25

2
=
1 ± 5

2

𝑥 = = 3 𝑥 = = −2

Rozklad: 𝑥 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6)

𝑥 ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

𝑥 ; ; ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 3) ⋅ (𝑥 + 2)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 ≠ 0 ⇒ (prvnı)́ kořen 𝑥 = 1 je jednonásobný

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen: 𝑥 − 𝑥 − 6 = 0

𝑎 𝑏 𝑐 řešı́me rozkladem, diskriminantem, Hornerovým s.

𝑥 ; =
−𝑏 ± √𝑏 − 4𝑎 𝑐

2 𝑎
=
−(−1) ± (−1) − 4 ⋅ (1) ⋅ (−6)

2 ⋅ (1)
=
1 ± √1 + 24

2
=
1 ± √25

2
=
1 ± 5

2

𝑥 = = 3 𝑥 = = −2

Rozklad: 𝑥 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6)

𝑥 ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

𝑥 ; ; ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 3) ⋅ (𝑥 + 2)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 ≠ 0 ⇒ (prvnı)́ kořen 𝑥 = 1 je jednonásobný

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen: 𝑥 − 𝑥 − 6 = 0

𝑎 𝑏 𝑐 řešı́me rozkladem, diskriminantem, Hornerovým s.

𝑥 ; =
−𝑏 ± √𝑏 − 4𝑎 𝑐

2 𝑎
=
−(−1) ± (−1) − 4 ⋅ (1) ⋅ (−6)

2 ⋅ (1)
=
1 ± √1 + 24

2
=
1 ± √25

2
=
1 ± 5

2

𝑥 = = 3 𝑥 = = −2

Rozklad: 𝑥 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6)

𝑥 ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

𝑥 ; ; ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 3) ⋅ (𝑥 + 2)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 ≠ 0 ⇒ (prvnı)́ kořen 𝑥 = 1 je jednonásobný

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen: 𝑥 − 𝑥 − 6 = 0

𝑎 𝑏 𝑐 řešı́me rozkladem, diskriminantem, Hornerovým s.

𝑥 ; =
−𝑏 ± √𝑏 − 4𝑎 𝑐

2 𝑎
=
−(−1) ± (−1) − 4 ⋅ (1) ⋅ (−6)

2 ⋅ (1)
=
1 ± √1 + 24

2
=
1 ± √25

2
=
1 ± 5

2

𝑥 = = 3 𝑥 = = −2

Rozklad: 𝑥 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6)

𝑥 ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

𝑥 ; ; ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 3) ⋅ (𝑥 + 2)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 ≠ 0 ⇒ (prvnı)́ kořen 𝑥 = 1 je jednonásobný

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen: 𝑥 − 𝑥 − 6 = 0

𝑎 𝑏 𝑐 řešı́me rozkladem, diskriminantem, Hornerovým s.

𝑥 ; =
−𝑏 ± √𝑏 − 4𝑎 𝑐

2 𝑎
=
−(−1) ± (−1) − 4 ⋅ (1) ⋅ (−6)

2 ⋅ (1)
=
1 ± √1 + 24

2
=
1 ± √25

2
=
1 ± 5

2

𝑥 = = 3 𝑥 = = −2

Rozklad: 𝑥 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6)

𝑥 ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

𝑥 ; ; ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 3) ⋅ (𝑥 + 2)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 ≠ 0 ⇒ (prvnı)́ kořen 𝑥 = 1 je jednonásobný

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen: 𝑥 − 𝑥 − 6 = 0

𝑎 𝑏 𝑐 řešı́me rozkladem, diskriminantem, Hornerovým s.

𝑥 ; =
−𝑏 ± √𝑏 − 4𝑎 𝑐

2 𝑎
=
−(−1) ± (−1) − 4 ⋅ (1) ⋅ (−6)

2 ⋅ (1)
=
1 ± √1 + 24

2
=
1 ± √25

2
=
1 ± 5

2

𝑥 = = 3 𝑥 = = −2

Rozklad: 𝑥 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6)

𝑥 ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

𝑥 ; ; ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 3) ⋅ (𝑥 + 2)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
𝑝 | 6

𝑞 | 1
⟹ k-n-k = ±

1 ; 2 ; 3; 6

1

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

HS 1 −1 −7 1 6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 ⋅ (1) + (−1)1 ⋅ (0) + (−7)1 ⋅ (−7) + (1)1 ⋅ (−6) + (6)
1 1 0 −7 −6 0 𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 je kořen

HS 1 0 −7 −6 Zkoušı́me±1; ±2; ±3; ±6

1 1 1 −6 −12 ≠ 0 ⇒ (prvnı)́ kořen 𝑥 = 1 je jednonásobný

−1 1 −1 −6 0 ⇒ 𝑥 = −1 je (druhý) kořen: 𝑥 − 𝑥 − 6 = 0

𝑎 𝑏 𝑐 řešı́me rozkladem, diskriminantem, Hornerovým s.

𝑥 ; =
−𝑏 ± √𝑏 − 4𝑎 𝑐

2 𝑎
=
−(−1) ± (−1) − 4 ⋅ (1) ⋅ (−6)

2 ⋅ (1)
=
1 ± √1 + 24

2
=
1 ± √25

2
=
1 ± 5

2

𝑥 = = 3 𝑥 = = −2

Rozklad: 𝑥 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 7𝑥 − 6)

𝑥 ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ (𝑥 − 𝑥 − 6)

𝑥 ; ; ; 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 3) ⋅ (𝑥 + 2)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Příklad 1. Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 14𝑥 − 3𝑥 − 24

𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (3) je menšı́ než stupeň jmenovatele (4).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 − 3)

3. Stanovíme typy parciálních zlomků a určíme parametry. Počet parametrů = stupeň jmenovatele!

Typy parciálních zlomků:
𝑥 + 14𝑥 − 3𝑥 − 24

𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
=

𝐴

𝑥 − 1
+

𝐵

𝑥 + 1
+

𝐶

𝑥 + 2
+

𝐷

𝑥 − 3

Při určovánı́ parametrů využıv́áme následujı́cı́ dvě metody (přıṕadně je vhodně kombinujeme) poté, co

rovnici vynásobíme společným jmenovatelem (abychom se zbavili zlomků) a tı́m dostaneme rovnost

dvou mnohočlenů.

Dosazujeme za x vhodná čísla, nejlépe kořeny jmenovatele.

Protože majı́-li se dva mnohočleny rovnat, musejı́ mı́t stejné funkčnı́ hodnoty pro všechna x .

Porovnáme koeficienty u odpovídajících si mocnin proměnné x .

Protože majı́-li se dva mnohočleny rovnat, musejı́ mı́t stejné přı́slušné koe icienty.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Příklad 1. Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 14𝑥 − 3𝑥 − 24

𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (3) je menšı́ než stupeň jmenovatele (4).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 − 3)

3. Stanovíme typy parciálních zlomků a určíme parametry. Počet parametrů = stupeň jmenovatele!

Typy parciálních zlomků:
𝑥 + 14𝑥 − 3𝑥 − 24

𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
=

𝐴

𝑥 − 1
+

𝐵

𝑥 + 1
+

𝐶

𝑥 + 2
+

𝐷

𝑥 − 3

Určení parametrů po vynásobenı́ společným jmenovatelem (dosadı́me postupně kořeny):

𝑥 + 14𝑥 − 3𝑥 − 24 =

= 𝐴⋅(𝑥+1)⋅(𝑥+2)⋅(𝑥−3)+𝐵⋅(𝑥−1)⋅(𝑥+2)⋅(𝑥−3)+𝐶⋅(𝑥−1)⋅(𝑥+1)⋅(𝑥−3)+𝐷⋅(𝑥−1)⋅(𝑥+1)⋅(𝑥+2)

𝑥 = 1 ∶ ( ) ⋅( ) ⋅( ) ⋅[( ) ]⋅[( ) ]⋅[( ) ] 0 0 0 ⟹−12 = −12𝐴⟹ 𝐴 = 1

𝑥 = −1∶ ( ) ⋅( ) ⋅( ) 0 ⋅[( ) ]⋅[( ) ]⋅[( ) ] 0 0⟹ −8 = 8𝐵 ⟹ 𝐵 = −1

𝑥 = −2∶ ( ) ⋅( ) ⋅( ) 0 0 ⋅[( ) ]⋅[( ) ]⋅[( ) ] 0 ⟹ 30 = −15𝐶 ⟹ 𝐶 = −2

𝑥 = 3 ∶ ( ) ⋅( ) ⋅( ) 0 0 0 ⋅[( ) ]⋅[( ) ]⋅[( ) ] ⟹120 = 40𝐷 ⟹ 𝐷 = 3
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Příklad 1. Rozložte na parciální zlomky racionálnı́ lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
𝑥 + 14𝑥 − 3𝑥 − 24

𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6

ANO, je ryzí. Stupeň čitatele (3) je menšı́ než stupeň jmenovatele (4).

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6 = (𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 − 3)

3. Stanovíme typy parciálních zlomků a určíme parametry. Počet parametrů = stupeň jmenovatele!

Typy parciálních zlomků:
𝑥 + 14𝑥 − 3𝑥 − 24

𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
=

𝐴

𝑥 − 1
+

𝐵

𝑥 + 1
+

𝐶

𝑥 + 2
+

𝐷

𝑥 − 3

do kterých dosadíme vypočtené parametry: 𝐴 = 1 ; 𝐵 = −1 ; 𝐶 = −2 ; 𝐷 = 3

Výsledek:

𝑅(𝑥) =
𝑥 + 14𝑥 − 3𝑥 − 24

𝑥 − 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 6
=

1

𝑥 − 1
+

−1

𝑥 + 1
+

−2

𝑥 + 2
+

3

𝑥 − 3

Správnost výpočtumůžemeověřit tak, že všechny čtyři výsledné parciálnı́ zlomky sečteme (samozřejmě

je při sčı́tánı́ převedeme na společného jmenovatele) a musı́me dostat opět zadanou funkci 𝑅(𝑥)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Př. 2. Rozložte na parc. zlomky rac. lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
2𝑥 − 7𝑥 − 𝑥 + 20𝑥 − 23𝑥 + 28

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Př. 2. Rozložte na parc. zlomky rac. lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
2𝑥 − 7𝑥 − 𝑥 + 20𝑥 − 23𝑥 + 28

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

Pokud NENÍ ryzí (v čitateli „nahoře“ zadané racionálnı́ lomené funkce je mnohočlen stejného či vyššı́-

ho řádu jako má mnohočlen jmenovatele „dole“), provedeme zlomkovou čarou naznačené dělenı.́

Přı́padný zbytek po tomto dělenı́ je již ryzí racionálnı́ lomená funkce.

Pokud JE ryzí, pokračujeme druhým bodem.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Př. 2. Rozložte na parc. zlomky rac. lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
2𝑥 − 7𝑥 − 𝑥 + 20𝑥 − 23𝑥 + 28

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

Pokud NENÍ ryzí (v čitateli „nahoře“ zadané racionálnı́ lomené funkce je mnohočlen stejného či vyššı́-

ho řádu jako má mnohočlen jmenovatele „dole“), provedeme zlomkovou čarou naznačené dělenı.́

Přı́padný zbytek po tomto dělenı́ je již ryzí racionálnı́ lomená funkce.

Pokud JE ryzí, pokračujeme druhým bodem.

NE, není ryzí. Stupeň čitatele (5) je většı́ než stupeň jmenovatele (3). Zadaná funkce se dá rozložit:

𝑅(𝑥) = 𝑃(𝑥) + 𝑄(𝑥) , kde 𝑄(𝑥) =
zbytek po dělenı́

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
. Proto podělı́me čitatel jmenovatelem.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Př. 2. Rozložte na parc. zlomky rac. lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
2𝑥 − 7𝑥 − 𝑥 + 20𝑥 − 23𝑥 + 28

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

Pokud NENÍ ryzí (v čitateli „nahoře“ zadané racionálnı́ lomené funkce je mnohočlen stejného či vyššı́-

ho řádu jako má mnohočlen jmenovatele „dole“), provedeme zlomkovou čarou naznačené dělenı.́

Přı́padný zbytek po tomto dělenı́ je již ryzí racionálnı́ lomená funkce.

Pokud JE ryzí, pokračujeme druhým bodem.

NE, není ryzí. Stupeň čitatele (5) je většı́ než stupeň jmenovatele (3). Zadaná funkce se dá rozložit:

𝑅(𝑥) = 𝑃(𝑥) + 𝑄(𝑥) , kde 𝑄(𝑥) =
zbytek po dělenı́

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
. Proto podělı́me čitatel jmenovatelem.

(2 𝑥 −7𝑥 − 𝑥 +20𝑥 −23𝑥+28) ∶ (2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10) = 𝑥 − 1 +
3𝑥 − 22𝑥 + 38

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
−(2 𝑥 −7𝑥 + 𝑥 +10𝑥 )

−2𝑥 +10𝑥 −23𝑥+28

−(−2𝑥 + 7𝑥 − 𝑥−10)

3 𝑥 −22𝑥+38

Nebo jinak: 𝑅(𝑥) = 𝑃(𝑥) + 𝑄(𝑥) , kde 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 1 a 𝑄(𝑥) =
3𝑥 − 22𝑥 + 38

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
.

Tedy

𝑅(𝑥) =
2𝑥 − 7𝑥 − 𝑥 + 20𝑥 − 23𝑥 + 28

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
= 𝑥 − 1 +

3𝑥 − 22𝑥 + 38

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10

Na parciálnı́ zlomky budeme rozkládat racionálnı́ lomenou funkci 𝑄(𝑥) .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Př. 2. Rozložte na parc. zlomky rac. lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
2𝑥 − 7𝑥 − 𝑥 + 20𝑥 − 23𝑥 + 28

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10

1. Ověříme, zda zadaná racionální lomená funkce je ryzí.

NE, není ryzí. Stupeň čitatele (5) je většı́ než stupeň jmenovatele (3). Zadaná funkce se dá rozložit:

𝑅(𝑥) = 𝑃(𝑥) + 𝑄(𝑥) , kde 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 1 a 𝑄(𝑥) =
3𝑥 − 22𝑥 + 38

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
.

Tedy

𝑅(𝑥) =
2𝑥 − 7𝑥 − 𝑥 + 20𝑥 − 23𝑥 + 28

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
= 𝑥 − 1 +

3𝑥 − 22𝑥 + 38

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10

Na parciálnı́ zlomky budeme rozkládat racionálnı́ lomenou funkci 𝑄(𝑥) .

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

Kořeny hledáme pouze reálné. Komplexně sdružené nevyčı́slujeme, ale nahradı́me je kvadratickým

dvojčlenem. Přitom využıv́áme následujı́cı́ vlastnost (25).

Celočıśelný kořen mnohočlenu s celočı́selnými koe icienty

𝑅 (𝑥) = a 𝑥 + 𝑎 𝑥 + … + 𝑎 𝑥 + a , 𝑥 ∈ ℝ ,

kde n je přirozené čıślo (1 ≤ 𝑛 ∈ ℕ), a , 𝑎 , …, 𝑎 , a jsou celá čı́sla, (a ≠ 0, a ≠ 0)

musı́ bezezbytku dělit (být dělitelem) jeho absolutnı́ člen (koe icient 𝑎 u proměnné 𝑥 – která

tam není!)



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Pro racionálnı́ kořen 𝛼 = (kde p, q jsou nesoudělná celá čı́sla ⇒ pokrátit!) mnohočlenu

s celočı́selnými koe icienty platı,́ že: p dělı́ bezezbytku koe icient a a q dělı́ a .

Tedy: 𝛼 =
𝑝 | a

𝑞 | a

Hledáme kořeny mnohočlenu 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 .

V našem přı́padě

𝛼 =
𝑝 | 10

𝑞 | 2
= ±

1 ; 2 ; 5 ; 10

1 ; 2

a kandidáty na kořeny jsou potom

k-n-k = ±1 ; ±2 ; ±5 ; ±10 ; ±
1

2
; ±

2

2
= ±1 ±

5

2
; ±

10

2
= ±5

Zlomky, které jsou tvořeny soudělnými čı́sly napřed zkrátı́me.

Který ze všech uvedených kandidátů na kořen je skutečně kořenem, ověřı́me Hornerovým schéma-

tem. Z předchozı́ho vıḿe (důsledky základnı́ věty algebry), žemůžememı́t buď jeden reálný kořen nebo

tři reálné kořeny, protože stupeň rozkládaného mnohočlenu je tři.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 .
𝑝 | 10

𝑞 | 2
= ±

1 ; 2 ; 5 ; 10

1 ; 2

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 zkoušı́me:

HS 2 −7 1 10 ±1,±2,±5,±10,± ,±

1 ⋅ (2) + (−7) 1 ⋅ (−5) + (1) 1 ⋅ (−4) + (10)

1 2 −5 −4 6 𝑃(1) = 6 ≠ 0 ⇒ nenı́ kořen

−1 2 −9 10 0 𝑥 = −1 je kořen

𝑎 𝑏 𝑐
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 .
𝑝 | 10

𝑞 | 2
= ±

1 ; 2 ; 5 ; 10

1 ; 2

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 zkoušı́me:

HS 2 −7 1 10 ±1,±2,±5,±10,± ,±

1 ⋅ (2) + (−7) 1 ⋅ (−5) + (1) 1 ⋅ (−4) + (10)

1 2 −5 −4 6 𝑃(1) = 6 ≠ 0 ⇒ nenı́ kořen

−1 2 −9 10 0 𝑥 = −1 je kořen

𝑎 𝑏 𝑐
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 .
𝑝 | 10

𝑞 | 2
= ±

1 ; 2 ; 5 ; 10

1 ; 2

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 zkoušı́me:

HS 2 −7 1 10 ±1,±2,±5,±10,± ,±

1 ⋅ (2) + (−7) 1 ⋅ (−5) + (1) 1 ⋅ (−4) + (10)

1 2 −5 −4 6 𝑃(1) = 6 ≠ 0 ⇒ nenı́ kořen

−1 2 −9 10 0 𝑥 = −1 je kořen

𝑎 𝑏 𝑐
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 .
𝑝 | 10

𝑞 | 2
= ±

1 ; 2 ; 5 ; 10

1 ; 2

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 zkoušı́me:

HS 2 −7 1 10 ±1,±2,±5,±10,± ,±

1 ⋅ (2) + (−7) 1 ⋅ (−5) + (1) 1 ⋅ (−4) + (10)

1 2 −5 −4 6 𝑃(1) = 6 ≠ 0 ⇒ nenı́ kořen

−1 2 −9 10 0 𝑥 = −1 je kořen

𝑎 𝑏 𝑐
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 .
𝑝 | 10

𝑞 | 2
= ±

1 ; 2 ; 5 ; 10

1 ; 2

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 zkoušı́me:

HS 2 −7 1 10 ±1,±2,±5,±10,± ,±

1 ⋅ (2) + (−7) 1 ⋅ (−5) + (1) 1 ⋅ (−4) + (10)

1 2 −5 −4 6 𝑃(1) = 6 ≠ 0 ⇒ nenı́ kořen

−1 2 −9 10 0 𝑥 = −1 je kořen

𝑎 𝑏 𝑐
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 .
𝑝 | 10

𝑞 | 2
= ±

1 ; 2 ; 5 ; 10

1 ; 2

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 zkoušı́me:

HS 2 −7 1 10 ±1,±2,±5,±10,± ,±

1 ⋅ (2) + (−7) 1 ⋅ (−5) + (1) 1 ⋅ (−4) + (10)

1 2 −5 −4 6 𝑃(1) = 6 ≠ 0 ⇒ nenı́ kořen

−1 2 −9 10 0 𝑥 = −1 je kořen

𝑎 𝑏 𝑐

Další kořeny hledáme jakoukoliv metodou: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma, …

𝑥 ; =
−𝑏 ± √𝑏 − 4𝑎 𝑐

2 𝑎
=
−(−9) ± (−9) − 4 ⋅ (2) ⋅ (10)

2 ⋅ (2)
=
9 ± √81 − 80

4
=
9 ± √1

4
=
9 ± 1

4

𝑥 =
9 + 1

4
=
10

4
=
5

2
𝑥 =

9 − 1

4
=
8

4
= 2

Rozklad mnohočlenu

𝑥 = −1∶ 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 = [𝑥 − (−1)] ⋅ (2 𝑥 − 9𝑥 + 10) = (𝑥 + 1) ⋅ [2 ⋅ (𝑥 − 𝑥 + 5)]

𝑥 ; ∶ 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 = (𝑥 + 1) ⋅ [2 ⋅ (𝑥 − ) ⋅ (𝑥 − 2)] = (𝑥 + 1) ⋅ (2 𝑥 − 5) ⋅ (𝑥 − 2)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 .
𝑝 | 10

𝑞 | 2
= ±

1 ; 2 ; 5 ; 10

1 ; 2

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 zkoušı́me:

HS 2 −7 1 10 ±1,±2,±5,±10,± ,±

1 ⋅ (2) + (−7) 1 ⋅ (−5) + (1) 1 ⋅ (−4) + (10)

1 2 −5 −4 6 𝑃(1) = 6 ≠ 0 ⇒ nenı́ kořen

−1 2 −9 10 0 𝑥 = −1 je kořen

𝑎 𝑏 𝑐

Další kořeny hledáme jakoukoliv metodou: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma, …

𝑥 ; =
−𝑏 ± √𝑏 − 4𝑎 𝑐

2 𝑎
=
−(−9) ± (−9) − 4 ⋅ (2) ⋅ (10)

2 ⋅ (2)
=
9 ± √81 − 80

4
=
9 ± √1

4
=
9 ± 1

4

𝑥 =
9 + 1

4
=
10

4
=
5

2
𝑥 =

9 − 1

4
=
8

4
= 2

Rozklad mnohočlenu

𝑥 = −1∶ 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 = [𝑥 − (−1)] ⋅ (2 𝑥 − 9𝑥 + 10) = (𝑥 + 1) ⋅ [2 ⋅ (𝑥 − 𝑥 + 5)]

𝑥 ; ∶ 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 = (𝑥 + 1) ⋅ [2 ⋅ (𝑥 − ) ⋅ (𝑥 − 2)] = (𝑥 + 1) ⋅ (2 𝑥 − 5) ⋅ (𝑥 − 2)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najděte kořeny mnohočlenu 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 .
𝑝 | 10

𝑞 | 2
= ±

1 ; 2 ; 5 ; 10

1 ; 2

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥 zkoušı́me:

HS 2 −7 1 10 ±1,±2,±5,±10,± ,±

1 ⋅ (2) + (−7) 1 ⋅ (−5) + (1) 1 ⋅ (−4) + (10)

1 2 −5 −4 6 𝑃(1) = 6 ≠ 0 ⇒ nenı́ kořen

−1 2 −9 10 0 𝑥 = −1 je kořen

𝑎 𝑏 𝑐

Další kořeny hledáme jakoukoliv metodou: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma, …

𝑥 ; =
−𝑏 ± √𝑏 − 4𝑎 𝑐

2 𝑎
=
−(−9) ± (−9) − 4 ⋅ (2) ⋅ (10)

2 ⋅ (2)
=
9 ± √81 − 80

4
=
9 ± √1

4
=
9 ± 1

4

𝑥 =
9 + 1

4
=
10

4
=
5

2
𝑥 =

9 − 1

4
=
8

4
= 2

Rozklad mnohočlenu

𝑥 = −1∶ 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 = [𝑥 − (−1)] ⋅ (2 𝑥 − 9𝑥 + 10) = (𝑥 + 1) ⋅ [2 ⋅ (𝑥 − 𝑥 + 5)]

𝑥 ; ∶ 2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 = (𝑥 + 1) ⋅ [2 ⋅ (𝑥 − ) ⋅ (𝑥 − 2)] = (𝑥 + 1) ⋅ (2 𝑥 − 5) ⋅ (𝑥 − 2)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Př. 2. Rozložte na parc. zlomky rac. lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
2𝑥 − 7𝑥 − 𝑥 + 20𝑥 − 23𝑥 + 28

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10

NE, není ryzí. Stupeň čitatele (5) je většı́ než stupeň jmenovatele (3). Zadaná funkce se dá rozložit:

𝑅(𝑥) =
2𝑥 − 7𝑥 − 𝑥 + 20𝑥 − 23𝑥 + 28

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
= 𝑥 − 1 +

3𝑥 − 22𝑥 + 38

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 = (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 2) ⋅ (2𝑥 − 5)

3. Stanovíme typy parciálních zlomků a určíme parametry. Počet parametrů = stupeň jmenovatele!

Typy parciálních zlomků:
3 𝑥 − 22𝑥 + 38

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
=

𝐴

𝑥 + 1
+

𝐵

𝑥 − 2
+

𝐶

2𝑥 − 5
| (𝑥 +1) ⋅ (𝑥 −2) ⋅ (2 𝑥 −5)

Při určovánı́ parametrů využıv́áme následujı́cı́ dvě metody (přıṕadně je vhodně kombinujeme) poté, co

rovnici vynásobíme společným jmenovatelem (abychom se zbavili zlomků) a tı́m dostaneme rovnost

dvou mnohočlenů.

Dosazujeme za x vhodná čísla, nejlépe kořeny jmenovatele.

Protože majı́-li se dva mnohočleny rovnat, musejı́ mı́t stejné funkčnı́ hodnoty pro všechna x .

Porovnáme koeficienty u odpovídajících si mocnin proměnné x .

Protože majı́-li se dva mnohočleny rovnat, musejı́ mı́t stejné přı́slušné koe icienty.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Př. 2. Rozložte na parc. zlomky rac. lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
2𝑥 − 7𝑥 − 𝑥 + 20𝑥 − 23𝑥 + 28

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10

NE, není ryzí. Stupeň čitatele (5) je většı́ než stupeň jmenovatele (3). Zadaná funkce se dá rozložit:

𝑅(𝑥) =
2𝑥 − 7𝑥 − 𝑥 + 20𝑥 − 23𝑥 + 28

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
= 𝑥 − 1 +

3𝑥 − 22𝑥 + 38

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 = (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 2) ⋅ (2𝑥 − 5)

3. Stanovíme typy parciálních zlomků a určíme parametry. Počet parametrů = stupeň jmenovatele!

Typy parciálních zlomků:
3 𝑥 − 22𝑥 + 38

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
=

𝐴

𝑥 + 1
+

𝐵

𝑥 − 2
+

𝐶

2𝑥 − 5
| (𝑥 +1) ⋅ (𝑥 −2) ⋅ (2 𝑥 −5)

Určení parametrů: 3 𝑥 −22𝑥+38 = 𝐴 ⋅ (𝑥−2) ⋅ (2 𝑥−5)+𝐵 ⋅ (𝑥+1) ⋅ (2 𝑥−5)+𝐶 ⋅ (𝑥+1) ⋅ (𝑥−2)

𝑥 = −1 ⟹ 3⋅(−1) −22⋅(−1)+38 = 𝐴⋅[(−1)−2]⋅[2⋅(−1)−5]+0+0 ⟹ 63 = 21𝐴 ⟹ 𝐴 = 3

𝑥 = 2 ⟹ 3⋅(2) −22⋅(2)+38 = 0+𝐵⋅[(2)+1]⋅[2⋅(2)−5]+0 ⟹ 6 = −3𝐵 ⟹ 𝐵 = −2

𝑥 = 2,5 ⟹ 3⋅ (2,5) −22 ⋅ (2,5)+38 = 0+0+𝐶 ⋅ [(2,5)+1] ⋅ [(2,5)−2] ⟹ 1,75 = 1,75𝐶 ⟹ 𝐶 = 1

A po dosazenı́
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Př. 2. Rozložte na parc. zlomky rac. lomenou funkci 𝑅(𝑥) =
2𝑥 − 7𝑥 − 𝑥 + 20𝑥 − 23𝑥 + 28

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10

NE, není ryzí. Stupeň čitatele (5) je většı́ než stupeň jmenovatele (3). Zadaná funkce se dá rozložit:

𝑅(𝑥) = 𝑃(𝑥) + 𝑄(𝑥) , kde 𝑃(𝑥) = 𝑥 − 1 a 𝑄(𝑥) =
3𝑥 − 22𝑥 + 38

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
.

Tedy

𝑅(𝑥) =
2𝑥 − 7𝑥 − 𝑥 + 20𝑥 − 23𝑥 + 28

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
= 𝑥 − 1 +

3𝑥 − 22𝑥 + 38

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10

Na parciálnı́ zlomky budeme rozkládat racionálnı́ lomenou funkci 𝑄(𝑥) .

2. Mnohočlen ve jmenovateli rozložíme na součin. Buď vytýkánı́m před závorku, nebo pro součin ko-

řenových činitelů najdeme všechny (včetně jejich násobnosti) kořeny, např. Hornerovým schématem.

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10 = (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 2) ⋅ (2𝑥 − 5)

3. Stanovíme typy parciálních zlomků a určíme parametry. Počet parametrů = stupeň jmenovatele!

Typy parciálních zlomků:
3 𝑥 − 22𝑥 + 38

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
=

𝐴

𝑥 + 1
+

𝐵

𝑥 − 2
+

𝐶

2𝑥 − 5
| (𝑥 +1) ⋅ (𝑥 −2) ⋅ (2 𝑥 −5)

Výsledek:

𝑅(𝑥) =
2𝑥 − 7𝑥 − 𝑥 + 20𝑥 − 23𝑥 + 28

2𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
= 𝑥 − 1 +

3

𝑥 + 1
+

−2

𝑥 − 2
+

1

2𝑥 − 5
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

2.6. Závěrečná poznámka k rozkladu na parciální zlomky

V přıḱladu, kdy jsmeměli rozložit NEryze lomenou racionálnı́ funkci, jsme jako odhadovaný rozklad na

parciálnı́ zlomky uvedli

3 𝑥 − 22𝑥 + 38

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
=

𝐴

𝑥 + 1
+

𝐵

𝑥 − 2
+

𝐶

2𝑥 − 5

kde třetı́ parciálnı́ zlomek má ve jmenovateli lineárnı́ dvojčlen 2 𝑥 − 5 . Tedy třetı́ kořen je 𝑥 = .

Přitom v úvodu jsme řı́kali, že parciálnı́ zlomek pro reálný kořen jmenovatele může mı́t pouze tvar

𝐴

(𝑥 − 𝛼)

Neměli bychom odhadovaný rozklad tedy psát

3 𝑥 − 22𝑥 + 38

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
=

𝐴∗

𝑥 + 1
+

𝐵∗

𝑥 − 2
+

𝐶∗

𝑥 −
? (27)

Určeme tento „ohvězdičkovaný“ rozklad. Rozložı́me jmenovatele na součin jeho kořenových činitelů a

odhadneme parciálnı́ zlomky takto upraveného zlomku. Potom (známým způsobem) určı́me neznámé

parametry.

• Nejprve obě dvě strany rovnice vynásobı́me společným jmenovatelem (odstranı́me zlomky).

• Pak budeme postupně za x dosazovat hodnoty jednotlivých kořenů.
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Rozložı́me jmenovatele na součin jeho kořenových činitelů

3 𝑥 − 22𝑥 + 38

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
=

3𝑥 − 22𝑥 + 38

2 ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 2) ⋅ 𝑥 −

Odhadneme parciálnı́ zlomky

3 𝑥 − 22𝑥 + 38

2 ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 2) ⋅ 𝑥 −
=

𝐴∗

𝑥 + 1
+

𝐵∗

𝑥 − 2
+

𝐶∗

𝑥 −

Určíme neznámé parametry: Vynásobıḿe obě strany rovnice členem 2 ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 2) ⋅ 𝑥 −

(nejmenšı́m společným jmenovatelem)

3 𝑥 − 22𝑥 + 38 = 𝐴∗ ⋅ 2 ⋅ (𝑥 − 2) ⋅ (𝑥 −
5

2
) + 𝐵∗ ⋅ 2 ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 −

5

2
) + 𝐶∗ ⋅ 2 ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 2)

a upravı́me:

3 𝑥 − 22𝑥 + 38 = 𝐴∗ ⋅ (𝑥 − 2) ⋅ (2 𝑥 − 5) + 𝐵∗ ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (2 𝑥 − 5) + 𝐶∗ ⋅ 2 ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 2)

Nynı́ dosadı́me za x hodnoty celočı́selných kořenů a napřı́klad čı́slo NULA.

𝑥 = −1∶ ⋅( ) ⋅( ) ∗⋅[( ) ]⋅[ ⋅( ) ] 0 0 ⟹ 63 = 21𝐴∗ ⟹ 𝐴∗ = 3

𝑥 = 2 ∶ ⋅( ) ⋅( ) 0 ∗⋅[( ) ]⋅[ ⋅( ) ] 0 ⟹ 6 = −3𝐵∗⟹ 𝐵∗ = −2

𝑥 = 0 ∶ ⋅( ) ⋅( ) ∗⋅[( ) ]⋅[ ⋅( ) ] ∗⋅[( ) ]⋅[ ⋅( ) ] ∗⋅ ⋅[( ) ]⋅[( ) ]

∗ ∗ ∗
,
⟹ ⋅( ) ⋅( ) ∗ ⟹−2 = −4𝐶∗⟹ 𝐶∗ =
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Výsledný rozklad je

3 𝑥 − 22𝑥 + 38

2 𝑥 − 7𝑥 + 𝑥 + 10
=

𝐴∗

𝑥 + 1
+

𝐵∗

𝑥 − 2
+

𝐶∗

𝑥 −
=

3

𝑥 + 1
+

−2

𝑥 − 2
+
𝑥 −

a po úpravě

3

𝑥 + 1
+

−2

𝑥 − 2
+
𝑥 −

=
3

𝑥 + 1
+

−2

𝑥 − 2
+

1

2 𝑥 −
=

3

𝑥 + 1
+

−2

𝑥 − 2
+

1

2𝑥 − 5

Vidıḿe, že námvyšel stejný rozklad zlomku𝑄(𝑥) jako předtı́m, jenom jinak zapsaný. To nás opravňuje

odhadovat parciálnı́ zlomky i ve tvaru

𝐴

(𝛽𝑥 − 𝛼)
nebo

𝑀𝑥 + 𝑁

(𝛽𝑥 + 𝑝𝑥 + 𝑞)
, kde 𝛽 ≠ 0 .



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit
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Interpolace a aproximace
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1. Interpolace diskrétních hodnot vhodnou funkcí

Interpolacimůžeme chápat jako nalezenı́ přibližné hodnoty funkce uvnitř nějakého intervalu, je-li hod-

nota uvažované funkce známa jen v některých jiných bodech tohoto intervalu. Použıv́á se v přı́padě, že

hodnoty funkce v určitých bodech intervalu jsou buďto uvedeny v tabulce, anebo zı́skány měřenı́m.

Podobného původu je i slovo extrapolace, které označuje nalézánı́ přibližné hodnoty funkce mimo

interval známých hodnot, což je méně spolehlivé. Užıv́á se nejčastěji pro odhady tendencı́ do budouc-

nosti, napřı́klad cen v ekonomii.

Interpolace se vyznačuje tı́m, že hledaná křivka (graf uvažované funkce) přesně prochází všemi

známými (změřenými) body.

Na následujı́cı́m obrázku můžeme odečtenı́m zjistit napřı́klad hodnotu v čı́sle 1,5:

Vlevo je 7 hodnot funkce sinus.

Uprostřed jsme sestrojili lomenou čáru, která všemi zadanými body procházı́.

Nebo-li hledaná funkce je složena ze šesti úseček.

Vpravo jsme body proložili mnohočlenem šestého stupně.



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit
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Někdy se interpolacı́ rozumı́ proloženı́ bodů 𝑓(𝑥 ), 𝑓(𝑥 ), …, 𝑓(𝑥 ) analytickou křivkou (grafem hle-

dané funkce), která pak umožňuje jednoduchý výpočet funkčnı́ch hodnot ve všech mezilehlých bodech.

1.1. Langrangeův interpolační mnohočlen (polynom)

je jednı́m ze známějšı́ch a také snadných způsobů interpolace funkce zadané pouze vdiskrétnı́ch bodech

(nazýváme je uzlovými body—v předchozı́m obrázku byly značeny červeně), po kterých požadujeme,

aby měly různé hodnoty 𝑥 .

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) (28)

kde

𝐿 =

( )

(𝑥 − 𝑥 ) ⋅ (𝑥 − 𝑥 ) ⋅ … ⋅ (𝑥 − 𝑥 ) ⋅ (𝑥 − 𝑥 ) ⋅ … ⋅ (𝑥 − 𝑥 ) ⋅ (𝑥 − 𝑥 )

(𝑥 − 𝑥 ) ⋅ (𝑥 − 𝑥 ) ⋅ … ⋅ (𝑥 − 𝑥 ) ⋅ (𝑥 − 𝑥 ) ⋅ … ⋅ (𝑥 − 𝑥 ) ⋅ (𝑥 − 𝑥 )

( )

Všimněte si, že jak v čitateli, tak ve jmenovateli je pro 𝑖vynechána závorka, ve které bychomměli odečı́tat

člen 𝑥 .

Použitı́ zdánlivě „nezapamatovatelného“ vzorce si ukážeme na konkrétnı́m přı́kladu.

http://cs.wikipedia.org/wiki/Joseph_Louis_Lagrange
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Příklad 1.1.1.

Máme dány čtyři body, jejichž hodnoty jsou v následujı́cı́ tabulce. Na základě těchto bodůmáme pomocı́

Lagrangeova interpolačnı́ho mnohočlenu odhadnout, jaká hodnota by asi v tomto přı́padě nastala pro

𝑥 = 0.

𝑥 −9 −4 −1 7

𝑦 5 2 −2 9

Tedy požadujeme odhadnout – doplnit souřadnici daného bodu [0; ?].

Nebo ještě jinak řečeno, požadujeme doplnit tabulku o dalšı́ hodnotu.

𝑥 −9 −4 −1 7 0

𝑦 5 2 −2 9 ?

Řešení.

Protože máme zadány čtyři dvojice hodnot (čtyři body), dosadı́me do vzorce (28) za 𝑛 = 4. Dostaneme:

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥)

Nynı́ určı́me jednotlivé zlomky 𝐿 (𝑥), kde 𝑖 = 1; 2; 3; 4.
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Příklad. Máme dány čtyři body
𝑥 −9 −4 −1 7 0

𝑦 5 2 −2 9 ?
a požadujeme doplnit tabulku.

Řešení. Pro 𝑛 = 4 dostaneme: 𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥)

Nynı́ určı́me jednotlivé zlomky 𝐿 (𝑥).

Obrázek 23: Konstrukce Lagrangeova interpolačnı́ho polynomu (černá křivka)

𝑥 −9 −4 −1 7

𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) 5 ( )⋅ 0 ( )⋅ 0 ( )⋅ 0 ( )⋅

𝑥 −9 −4 −1 7

𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) 0 2 0 0

𝐿 (−9) = 1; 𝐿 (−4) = 0;

𝐿 (−1) = 0; 𝐿 (7) = 0

𝑥 -9 -4 -1 7

𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) 0 0 -2 0

𝑥 −9 −4 −1 7

𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) 0 0 0 9

podmıńky výsledná funkce

𝐿 (−9) = 1 𝐿 (𝑥) = 1

𝐿 (−9) = 1

𝐿 (−4) = 0
𝐿 = 1 ⋅

𝑥 − (−4)

(−9) − (−4)
𝐿 (−9) = 1

𝐿 (−4) = 0

𝐿 (−1) = 0

𝐿 =
𝑥 − (−4)

(−9) − (−4)
⋅

𝑥 − (−1)

(−9) − (−1)

𝐿 (−9) = 1

𝐿 (−4) = 0

𝐿 (−1) = 0

𝐿 ( 7 ) = 0

𝐿 =
𝑥 − (−4)

(−9) − (−4)
⋅

𝑥 − (−1)

(−9) − (−1)
⋅

𝑥 − (7)

(−9) − (7)

𝑥 −9 −4 −1 7 0

𝑦 5 2 −2 9 ≐ −3
𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥)
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −9 −4 −1 7 0

𝑦 5 2 −2 9 ??
𝐿(0) ≐ 0,021 ⋅ (0) + 0,204 ⋅ (0) − 0,757 ⋅ (0) − 2,94 = −2,94

Pro 𝑖 = 1 je 𝑥 = −9 , 𝑦 = 5 ; pro 𝑖 = 2 je 𝑥 = −4 , 𝑦 = 2 ; …

𝐿 =
[𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−9) − (−4)] ⋅ [(−9) − (−1)] ⋅ [(−9) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−4) − (−9)] ⋅ [(−4) − (−1)] ⋅ [(−4) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

165
⋅ (𝑥 + 3𝑥 − 61𝑥 − 63)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−1) − (−9)] ⋅ [(−1) − (−4)] ⋅ [(−1) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

192
⋅ (𝑥 +6𝑥 −55𝑥−252)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)]

[(7) − (−9)] ⋅ [(7) − (−4)] ⋅ [(7) − (−1)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

1408
⋅ (𝑥 + 14 𝑥 + 49𝑥 + 36)

VýslednýLagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = 5 ⋅
−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)+

+2⋅
1

165
⋅(𝑥 +3𝑥 −61𝑥−63)+(−2)⋅

−1

192
⋅(𝑥 +6𝑥 −55 𝑥−252)+9⋅

1

1408
⋅(𝑥 +14 𝑥 +49 𝑥+36) =

= 5 ⋅
−1

640
+ 2 ⋅

1

165
+ (−2) ⋅

−1

192
+ 9 ⋅

1

1408
⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ≐

≐ 0,021 𝑥3 + 0,204 𝑥2 − 0,757 𝑥 − 2,94
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𝑥 −9 −4 −1 7 0

𝑦 5 2 −2 9 ??
𝐿(0) ≐ 0,021 ⋅ (0) + 0,204 ⋅ (0) − 0,757 ⋅ (0) − 2,94 = −2,94

Pro 𝑖 = 1 je 𝑥 = −9 , 𝑦 = 5 ; pro 𝑖 = 2 je 𝑥 = −4 , 𝑦 = 2 ; …

𝐿 =
[𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−9) − (−4)] ⋅ [(−9) − (−1)] ⋅ [(−9) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−4) − (−9)] ⋅ [(−4) − (−1)] ⋅ [(−4) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

165
⋅ (𝑥 + 3𝑥 − 61𝑥 − 63)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−1) − (−9)] ⋅ [(−1) − (−4)] ⋅ [(−1) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

192
⋅ (𝑥 +6𝑥 −55𝑥−252)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)]

[(7) − (−9)] ⋅ [(7) − (−4)] ⋅ [(7) − (−1)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

1408
⋅ (𝑥 + 14 𝑥 + 49𝑥 + 36)

VýslednýLagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = 5 ⋅
−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)+

+2⋅
1

165
⋅(𝑥 +3𝑥 −61𝑥−63)+(−2)⋅

−1

192
⋅(𝑥 +6𝑥 −55 𝑥−252)+9⋅

1

1408
⋅(𝑥 +14 𝑥 +49 𝑥+36) =

= 5 ⋅
−1

640
+ 2 ⋅

1

165
+ (−2) ⋅

−1

192
+ 9 ⋅

1

1408
⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ≐

≐ 0,021 𝑥3 + 0,204 𝑥2 − 0,757 𝑥 − 2,94
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𝑥 −9 −4 −1 7 0

𝑦 5 2 −2 9 ??
𝐿(0) ≐ 0,021 ⋅ (0) + 0,204 ⋅ (0) − 0,757 ⋅ (0) − 2,94 = −2,94

Pro 𝑖 = 1 je 𝑥 = −9 , 𝑦 = 5 ; pro 𝑖 = 2 je 𝑥 = −4 , 𝑦 = 2 ; …

𝐿 =
[𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−9) − (−4)] ⋅ [(−9) − (−1)] ⋅ [(−9) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−4) − (−9)] ⋅ [(−4) − (−1)] ⋅ [(−4) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

165
⋅ (𝑥 + 3𝑥 − 61𝑥 − 63)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−1) − (−9)] ⋅ [(−1) − (−4)] ⋅ [(−1) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

192
⋅ (𝑥 +6𝑥 −55𝑥−252)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)]

[(7) − (−9)] ⋅ [(7) − (−4)] ⋅ [(7) − (−1)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

1408
⋅ (𝑥 + 14 𝑥 + 49𝑥 + 36)

VýslednýLagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = 5 ⋅
−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)+

+2⋅
1

165
⋅(𝑥 +3𝑥 −61𝑥−63)+(−2)⋅

−1

192
⋅(𝑥 +6𝑥 −55 𝑥−252)+9⋅

1

1408
⋅(𝑥 +14 𝑥 +49 𝑥+36) =

= 5 ⋅
−1

640
+ 2 ⋅

1

165
+ (−2) ⋅

−1

192
+ 9 ⋅

1

1408
⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ≐

≐ 0,021 𝑥3 + 0,204 𝑥2 − 0,757 𝑥 − 2,94
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −9 −4 −1 7 0

𝑦 5 2 −2 9 ??
𝐿(0) ≐ 0,021 ⋅ (0) + 0,204 ⋅ (0) − 0,757 ⋅ (0) − 2,94 = −2,94

Pro 𝑖 = 1 je 𝑥 = −9 , 𝑦 = 5 ; pro 𝑖 = 2 je 𝑥 = −4 , 𝑦 = 2 ; …

𝐿 =
[𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−9) − (−4)] ⋅ [(−9) − (−1)] ⋅ [(−9) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−4) − (−9)] ⋅ [(−4) − (−1)] ⋅ [(−4) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

165
⋅ (𝑥 + 3𝑥 − 61𝑥 − 63)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−1) − (−9)] ⋅ [(−1) − (−4)] ⋅ [(−1) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

192
⋅ (𝑥 +6𝑥 −55𝑥−252)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)]

[(7) − (−9)] ⋅ [(7) − (−4)] ⋅ [(7) − (−1)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

1408
⋅ (𝑥 + 14 𝑥 + 49𝑥 + 36)

VýslednýLagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = 5 ⋅
−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)+

+2⋅
1

165
⋅(𝑥 +3𝑥 −61𝑥−63)+(−2)⋅

−1

192
⋅(𝑥 +6𝑥 −55 𝑥−252)+9⋅

1

1408
⋅(𝑥 +14 𝑥 +49 𝑥+36) =

= 5 ⋅
−1

640
+ 2 ⋅

1

165
+ (−2) ⋅

−1

192
+ 9 ⋅

1

1408
⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ≐

≐ 0,021 𝑥3 + 0,204 𝑥2 − 0,757 𝑥 − 2,94
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −9 −4 −1 7 0

𝑦 5 2 −2 9 ??
𝐿(0) ≐ 0,021 ⋅ (0) + 0,204 ⋅ (0) − 0,757 ⋅ (0) − 2,94 = −2,94

Pro 𝑖 = 1 je 𝑥 = −9 , 𝑦 = 5 ; pro 𝑖 = 2 je 𝑥 = −4 , 𝑦 = 2 ; …

𝐿 =
[𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−9) − (−4)] ⋅ [(−9) − (−1)] ⋅ [(−9) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−4) − (−9)] ⋅ [(−4) − (−1)] ⋅ [(−4) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

165
⋅ (𝑥 + 3𝑥 − 61𝑥 − 63)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−1) − (−9)] ⋅ [(−1) − (−4)] ⋅ [(−1) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

192
⋅ (𝑥 +6𝑥 −55𝑥−252)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)]

[(7) − (−9)] ⋅ [(7) − (−4)] ⋅ [(7) − (−1)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

1408
⋅ (𝑥 + 14 𝑥 + 49𝑥 + 36)

VýslednýLagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = 5 ⋅
−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)+

+2⋅
1

165
⋅(𝑥 +3𝑥 −61𝑥−63)+(−2)⋅

−1

192
⋅(𝑥 +6𝑥 −55 𝑥−252)+9⋅

1

1408
⋅(𝑥 +14 𝑥 +49 𝑥+36) =

= 5 ⋅
−1

640
+ 2 ⋅

1

165
+ (−2) ⋅

−1

192
+ 9 ⋅

1

1408
⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ≐

≐ 0,021 𝑥3 + 0,204 𝑥2 − 0,757 𝑥 − 2,94
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −9 −4 −1 7 0

𝑦 5 2 −2 9 ??
𝐿(0) ≐ 0,021 ⋅ (0) + 0,204 ⋅ (0) − 0,757 ⋅ (0) − 2,94 = −2,94

Pro 𝑖 = 1 je 𝑥 = −9 , 𝑦 = 5 ; pro 𝑖 = 2 je 𝑥 = −4 , 𝑦 = 2 ; …

𝐿 =
[𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−9) − (−4)] ⋅ [(−9) − (−1)] ⋅ [(−9) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−4) − (−9)] ⋅ [(−4) − (−1)] ⋅ [(−4) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

165
⋅ (𝑥 + 3𝑥 − 61𝑥 − 63)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−1) − (−9)] ⋅ [(−1) − (−4)] ⋅ [(−1) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

192
⋅ (𝑥 +6𝑥 −55𝑥−252)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)]

[(7) − (−9)] ⋅ [(7) − (−4)] ⋅ [(7) − (−1)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

1408
⋅ (𝑥 + 14 𝑥 + 49𝑥 + 36)

VýslednýLagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = 5 ⋅
−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)+

+2⋅
1

165
⋅(𝑥 +3𝑥 −61𝑥−63)+(−2)⋅

−1

192
⋅(𝑥 +6𝑥 −55 𝑥−252)+9⋅

1

1408
⋅(𝑥 +14 𝑥 +49 𝑥+36) =

= 5 ⋅
−1

640
+ 2 ⋅

1

165
+ (−2) ⋅

−1

192
+ 9 ⋅

1

1408
⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ≐

≐ 0,021 𝑥3 + 0,204 𝑥2 − 0,757 𝑥 − 2,94
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −9 −4 −1 7 0

𝑦 5 2 −2 9 ??
𝐿(0) ≐ 0,021 ⋅ (0) + 0,204 ⋅ (0) − 0,757 ⋅ (0) − 2,94 = −2,94

Pro 𝑖 = 1 je 𝑥 = −9 , 𝑦 = 5 ; pro 𝑖 = 2 je 𝑥 = −4 , 𝑦 = 2 ; …

𝐿 =
[𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−9) − (−4)] ⋅ [(−9) − (−1)] ⋅ [(−9) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−4) − (−9)] ⋅ [(−4) − (−1)] ⋅ [(−4) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

165
⋅ (𝑥 + 3𝑥 − 61𝑥 − 63)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−1) − (−9)] ⋅ [(−1) − (−4)] ⋅ [(−1) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

192
⋅ (𝑥 +6𝑥 −55𝑥−252)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)]

[(7) − (−9)] ⋅ [(7) − (−4)] ⋅ [(7) − (−1)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

1408
⋅ (𝑥 + 14 𝑥 + 49𝑥 + 36)

VýslednýLagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = 5 ⋅
−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)+

+2⋅
1

165
⋅(𝑥 +3𝑥 −61𝑥−63)+(−2)⋅

−1

192
⋅(𝑥 +6𝑥 −55 𝑥−252)+9⋅

1

1408
⋅(𝑥 +14 𝑥 +49 𝑥+36) =

= 5 ⋅
−1

640
+ 2 ⋅

1

165
+ (−2) ⋅

−1

192
+ 9 ⋅

1

1408
⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ≐

≐ 0,021 𝑥3 + 0,204 𝑥2 − 0,757 𝑥 − 2,94
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −9 −4 −1 7 0

𝑦 5 2 −2 9 ??
𝐿(0) ≐ 0,021 ⋅ (0) + 0,204 ⋅ (0) − 0,757 ⋅ (0) − 2,94 = −2,94

Pro 𝑖 = 1 je 𝑥 = −9 , 𝑦 = 5 ; pro 𝑖 = 2 je 𝑥 = −4 , 𝑦 = 2 ; …

𝐿 =
[𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−9) − (−4)] ⋅ [(−9) − (−1)] ⋅ [(−9) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−4) − (−9)] ⋅ [(−4) − (−1)] ⋅ [(−4) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

165
⋅ (𝑥 + 3𝑥 − 61𝑥 − 63)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−1) − (−9)] ⋅ [(−1) − (−4)] ⋅ [(−1) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

192
⋅ (𝑥 +6𝑥 −55𝑥−252)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)]

[(7) − (−9)] ⋅ [(7) − (−4)] ⋅ [(7) − (−1)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

1408
⋅ (𝑥 + 14 𝑥 + 49𝑥 + 36)

VýslednýLagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = 5 ⋅
−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)+

+2⋅
1

165
⋅(𝑥 +3𝑥 −61𝑥−63)+(−2)⋅

−1

192
⋅(𝑥 +6𝑥 −55 𝑥−252)+9⋅

1

1408
⋅(𝑥 +14 𝑥 +49 𝑥+36) =

= 5 ⋅
−1

640
+ 2 ⋅

1

165
+ (−2) ⋅

−1

192
+ 9 ⋅

1

1408
⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ≐

≐ 0,021 𝑥3 + 0,204 𝑥2 − 0,757 𝑥 − 2,94
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −9 −4 −1 7 0

𝑦 5 2 −2 9 ??
𝐿(0) ≐ 0,021 ⋅ (0) + 0,204 ⋅ (0) − 0,757 ⋅ (0) − 2,94 = −2,94

Pro 𝑖 = 1 je 𝑥 = −9 , 𝑦 = 5 ; pro 𝑖 = 2 je 𝑥 = −4 , 𝑦 = 2 ; …

𝐿 =
[𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−9) − (−4)] ⋅ [(−9) − (−1)] ⋅ [(−9) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−4) − (−9)] ⋅ [(−4) − (−1)] ⋅ [(−4) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

165
⋅ (𝑥 + 3𝑥 − 61𝑥 − 63)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−1) − (−9)] ⋅ [(−1) − (−4)] ⋅ [(−1) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

192
⋅ (𝑥 +6𝑥 −55𝑥−252)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)]

[(7) − (−9)] ⋅ [(7) − (−4)] ⋅ [(7) − (−1)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

1408
⋅ (𝑥 + 14 𝑥 + 49𝑥 + 36)

VýslednýLagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = 5 ⋅
−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)+

+2⋅
1

165
⋅(𝑥 +3𝑥 −61𝑥−63)+(−2)⋅

−1

192
⋅(𝑥 +6𝑥 −55 𝑥−252)+9⋅

1

1408
⋅(𝑥 +14 𝑥 +49 𝑥+36) =

= 5 ⋅
−1

640
+ 2 ⋅

1

165
+ (−2) ⋅

−1

192
+ 9 ⋅

1

1408
⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ≐

≐ 0,021 𝑥3 + 0,204 𝑥2 − 0,757 𝑥 − 2,94
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −9 −4 −1 7 0

𝑦 5 2 −2 9 ??
𝐿(0) ≐ 0,021 ⋅ (0) + 0,204 ⋅ (0) − 0,757 ⋅ (0) − 2,94 = −2,94

Pro 𝑖 = 1 je 𝑥 = −9 , 𝑦 = 5 ; pro 𝑖 = 2 je 𝑥 = −4 , 𝑦 = 2 ; …

𝐿 =
[𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−9) − (−4)] ⋅ [(−9) − (−1)] ⋅ [(−9) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−4) − (−9)] ⋅ [(−4) − (−1)] ⋅ [(−4) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

165
⋅ (𝑥 + 3𝑥 − 61𝑥 − 63)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−1) − (−9)] ⋅ [(−1) − (−4)] ⋅ [(−1) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

192
⋅ (𝑥 +6𝑥 −55𝑥−252)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)]

[(7) − (−9)] ⋅ [(7) − (−4)] ⋅ [(7) − (−1)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

1408
⋅ (𝑥 + 14 𝑥 + 49𝑥 + 36)

VýslednýLagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = 5 ⋅
−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)+

+2⋅
1

165
⋅(𝑥 +3𝑥 −61𝑥−63)+(−2)⋅

−1

192
⋅(𝑥 +6𝑥 −55 𝑥−252)+9⋅

1

1408
⋅(𝑥 +14 𝑥 +49 𝑥+36) =

= 5 ⋅
−1

640
+ 2 ⋅

1

165
+ (−2) ⋅

−1

192
+ 9 ⋅

1

1408
⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ≐

≐ 0,021 𝑥3 + 0,204 𝑥2 − 0,757 𝑥 − 2,94
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −9 −4 −1 7 0

𝑦 5 2 −2 9 ??
𝐿(0) ≐ 0,021 ⋅ (0) + 0,204 ⋅ (0) − 0,757 ⋅ (0) − 2,94 = −2,94

Pro 𝑖 = 1 je 𝑥 = −9 , 𝑦 = 5 ; pro 𝑖 = 2 je 𝑥 = −4 , 𝑦 = 2 ; …

𝐿 =
[𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−9) − (−4)] ⋅ [(−9) − (−1)] ⋅ [(−9) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−4) − (−9)] ⋅ [(−4) − (−1)] ⋅ [(−4) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

165
⋅ (𝑥 + 3𝑥 − 61𝑥 − 63)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (7)]

[(−1) − (−9)] ⋅ [(−1) − (−4)] ⋅ [(−1) − (7)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

−1

192
⋅ (𝑥 +6𝑥 −55𝑥−252)

𝐿 =
[𝑥 − (−9)] ⋅ [𝑥 − (−4)] ⋅ [𝑥 − (−1)]

[(7) − (−9)] ⋅ [(7) − (−4)] ⋅ [(7) − (−1)]
=

( )⋅( )

( )⋅( )⋅( )
=

1

1408
⋅ (𝑥 + 14 𝑥 + 49𝑥 + 36)

VýslednýLagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = 5 ⋅
−1

640
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 31𝑥 − 28)+

+2⋅
1

165
⋅(𝑥 +3𝑥 −61𝑥−63)+(−2)⋅

−1

192
⋅(𝑥 +6𝑥 −55 𝑥−252)+9⋅

1

1408
⋅(𝑥 +14 𝑥 +49 𝑥+36) =

= 5 ⋅
−1

640
+ 2 ⋅

1

165
+ (−2) ⋅

−1

192
+ 9 ⋅

1

1408
⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ⋅ 𝑥 + […] ≐

≐ 0,021 𝑥3 + 0,204 𝑥2 − 0,757 𝑥 − 2,94
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Příklad 1.1.2. — Lagrangeův tvar interpolačního mnohočlenu

Určete Lagrangeův tvar polynomu, který procházı́ všemi body:

𝑥 −1 0 1 2

𝑦 −4 −1 0 5

𝐿 =
[𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(−1) − (0)] ⋅ [(−1) − (1)] ⋅ [(−1) − (2)]
=

𝑥 ⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2)

(−1) ⋅ (−2) ⋅ (−3)
=
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(0) − (−1)] ⋅ [(0) − (1)] ⋅ [(0) − (2)]
=
(𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 2)

(1) ⋅ (−1) ⋅ (−2)
=
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(1) − (−1)] ⋅ [(1) − (0)] ⋅ [(1) − (2)]
=
(𝑥 − 𝑥 − 2) ⋅ 𝑥

(2) ⋅ (1) ⋅ (−1)
=
−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)]

[(2) − (−1)] ⋅ [(2) − (0)] ⋅ [(2) − (1)]
=

(𝑥 − 1) ⋅ 𝑥

(3) ⋅ (2) ⋅ (1)
=
1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥)

Výsledný Lagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = (−4) ⋅
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)+

+(−1) ⋅
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2) + 0 ⋅

−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥) + 5 ⋅

1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥) =

= − + ⋅ 𝑥 + + ⋅ 𝑥 + + + ⋅ 𝑥 + =

= ⋅ 𝑥 + (−2 + 1) ⋅ 𝑥 + ⋅ 𝑥 − 1 = 𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 − 1
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Příklad 1.1.2. — Lagrangeův tvar interpolačního mnohočlenu

Určete Lagrangeův tvar polynomu, který procházı́ všemi body:

𝑥 −1 0 1 2

𝑦 −4 −1 0 5

𝐿 =
[𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(−1) − (0)] ⋅ [(−1) − (1)] ⋅ [(−1) − (2)]
=

𝑥 ⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2)

(−1) ⋅ (−2) ⋅ (−3)
=
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(0) − (−1)] ⋅ [(0) − (1)] ⋅ [(0) − (2)]
=
(𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 2)

(1) ⋅ (−1) ⋅ (−2)
=
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(1) − (−1)] ⋅ [(1) − (0)] ⋅ [(1) − (2)]
=
(𝑥 − 𝑥 − 2) ⋅ 𝑥

(2) ⋅ (1) ⋅ (−1)
=
−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)]

[(2) − (−1)] ⋅ [(2) − (0)] ⋅ [(2) − (1)]
=

(𝑥 − 1) ⋅ 𝑥

(3) ⋅ (2) ⋅ (1)
=
1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥)

Výsledný Lagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = (−4) ⋅
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)+

+(−1) ⋅
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2) + 0 ⋅

−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥) + 5 ⋅

1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥) =

= − + ⋅ 𝑥 + + ⋅ 𝑥 + + + ⋅ 𝑥 + =

= ⋅ 𝑥 + (−2 + 1) ⋅ 𝑥 + ⋅ 𝑥 − 1 = 𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 − 1



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Příklad 1.1.2. — Lagrangeův tvar interpolačního mnohočlenu

Určete Lagrangeův tvar polynomu, který procházı́ všemi body:

𝑥 −1 0 1 2

𝑦 −4 −1 0 5

𝐿 =
[𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(−1) − (0)] ⋅ [(−1) − (1)] ⋅ [(−1) − (2)]
=

𝑥 ⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2)

(−1) ⋅ (−2) ⋅ (−3)
=
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(0) − (−1)] ⋅ [(0) − (1)] ⋅ [(0) − (2)]
=
(𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 2)

(1) ⋅ (−1) ⋅ (−2)
=
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(1) − (−1)] ⋅ [(1) − (0)] ⋅ [(1) − (2)]
=
(𝑥 − 𝑥 − 2) ⋅ 𝑥

(2) ⋅ (1) ⋅ (−1)
=
−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)]

[(2) − (−1)] ⋅ [(2) − (0)] ⋅ [(2) − (1)]
=

(𝑥 − 1) ⋅ 𝑥

(3) ⋅ (2) ⋅ (1)
=
1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥)

Výsledný Lagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = (−4) ⋅
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)+

+(−1) ⋅
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2) + 0 ⋅

−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥) + 5 ⋅

1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥) =

= − + ⋅ 𝑥 + + ⋅ 𝑥 + + + ⋅ 𝑥 + =

= ⋅ 𝑥 + (−2 + 1) ⋅ 𝑥 + ⋅ 𝑥 − 1 = 𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 − 1
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Příklad 1.1.2. — Lagrangeův tvar interpolačního mnohočlenu

Určete Lagrangeův tvar polynomu, který procházı́ všemi body:

𝑥 −1 0 1 2

𝑦 −4 −1 0 5

𝐿 =
[𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(−1) − (0)] ⋅ [(−1) − (1)] ⋅ [(−1) − (2)]
=

𝑥 ⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2)

(−1) ⋅ (−2) ⋅ (−3)
=
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(0) − (−1)] ⋅ [(0) − (1)] ⋅ [(0) − (2)]
=
(𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 2)

(1) ⋅ (−1) ⋅ (−2)
=
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(1) − (−1)] ⋅ [(1) − (0)] ⋅ [(1) − (2)]
=
(𝑥 − 𝑥 − 2) ⋅ 𝑥

(2) ⋅ (1) ⋅ (−1)
=
−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)]

[(2) − (−1)] ⋅ [(2) − (0)] ⋅ [(2) − (1)]
=

(𝑥 − 1) ⋅ 𝑥

(3) ⋅ (2) ⋅ (1)
=
1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥)

Výsledný Lagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = (−4) ⋅
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)+

+(−1) ⋅
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2) + 0 ⋅

−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥) + 5 ⋅

1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥) =

= − + ⋅ 𝑥 + + ⋅ 𝑥 + + + ⋅ 𝑥 + =

= ⋅ 𝑥 + (−2 + 1) ⋅ 𝑥 + ⋅ 𝑥 − 1 = 𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 − 1
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Příklad 1.1.2. — Lagrangeův tvar interpolačního mnohočlenu

Určete Lagrangeův tvar polynomu, který procházı́ všemi body:

𝑥 −1 0 1 2

𝑦 −4 −1 0 5

𝐿 =
[𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(−1) − (0)] ⋅ [(−1) − (1)] ⋅ [(−1) − (2)]
=

𝑥 ⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2)

(−1) ⋅ (−2) ⋅ (−3)
=
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(0) − (−1)] ⋅ [(0) − (1)] ⋅ [(0) − (2)]
=
(𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 2)

(1) ⋅ (−1) ⋅ (−2)
=
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(1) − (−1)] ⋅ [(1) − (0)] ⋅ [(1) − (2)]
=
(𝑥 − 𝑥 − 2) ⋅ 𝑥

(2) ⋅ (1) ⋅ (−1)
=
−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)]

[(2) − (−1)] ⋅ [(2) − (0)] ⋅ [(2) − (1)]
=

(𝑥 − 1) ⋅ 𝑥

(3) ⋅ (2) ⋅ (1)
=
1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥)

Výsledný Lagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = (−4) ⋅
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)+

+(−1) ⋅
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2) + 0 ⋅

−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥) + 5 ⋅

1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥) =

= − + ⋅ 𝑥 + + ⋅ 𝑥 + + + ⋅ 𝑥 + =

= ⋅ 𝑥 + (−2 + 1) ⋅ 𝑥 + ⋅ 𝑥 − 1 = 𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 − 1
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Příklad 1.1.2. — Lagrangeův tvar interpolačního mnohočlenu

Určete Lagrangeův tvar polynomu, který procházı́ všemi body:

𝑥 −1 0 1 2

𝑦 −4 −1 0 5

𝐿 =
[𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(−1) − (0)] ⋅ [(−1) − (1)] ⋅ [(−1) − (2)]
=

𝑥 ⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2)

(−1) ⋅ (−2) ⋅ (−3)
=
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(0) − (−1)] ⋅ [(0) − (1)] ⋅ [(0) − (2)]
=
(𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 2)

(1) ⋅ (−1) ⋅ (−2)
=
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(1) − (−1)] ⋅ [(1) − (0)] ⋅ [(1) − (2)]
=
(𝑥 − 𝑥 − 2) ⋅ 𝑥

(2) ⋅ (1) ⋅ (−1)
=
−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)]

[(2) − (−1)] ⋅ [(2) − (0)] ⋅ [(2) − (1)]
=

(𝑥 − 1) ⋅ 𝑥

(3) ⋅ (2) ⋅ (1)
=
1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥)

Výsledný Lagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = (−4) ⋅
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)+

+(−1) ⋅
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2) + 0 ⋅

−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥) + 5 ⋅

1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥) =

= − + ⋅ 𝑥 + + ⋅ 𝑥 + + + ⋅ 𝑥 + =

= ⋅ 𝑥 + (−2 + 1) ⋅ 𝑥 + ⋅ 𝑥 − 1 = 𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 − 1
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Příklad 1.1.2. — Lagrangeův tvar interpolačního mnohočlenu

Určete Lagrangeův tvar polynomu, který procházı́ všemi body:

𝑥 −1 0 1 2

𝑦 −4 −1 0 5

𝐿 =
[𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(−1) − (0)] ⋅ [(−1) − (1)] ⋅ [(−1) − (2)]
=

𝑥 ⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2)

(−1) ⋅ (−2) ⋅ (−3)
=
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(0) − (−1)] ⋅ [(0) − (1)] ⋅ [(0) − (2)]
=
(𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 2)

(1) ⋅ (−1) ⋅ (−2)
=
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(1) − (−1)] ⋅ [(1) − (0)] ⋅ [(1) − (2)]
=
(𝑥 − 𝑥 − 2) ⋅ 𝑥

(2) ⋅ (1) ⋅ (−1)
=
−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)]

[(2) − (−1)] ⋅ [(2) − (0)] ⋅ [(2) − (1)]
=

(𝑥 − 1) ⋅ 𝑥

(3) ⋅ (2) ⋅ (1)
=
1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥)

Výsledný Lagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = (−4) ⋅
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)+

+(−1) ⋅
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2) + 0 ⋅

−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥) + 5 ⋅

1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥) =

= − + ⋅ 𝑥 + + ⋅ 𝑥 + + + ⋅ 𝑥 + =

= ⋅ 𝑥 + (−2 + 1) ⋅ 𝑥 + ⋅ 𝑥 − 1 = 𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 − 1
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Příklad 1.1.2. — Lagrangeův tvar interpolačního mnohočlenu

Určete Lagrangeův tvar polynomu, který procházı́ všemi body:

𝑥 −1 0 1 2

𝑦 −4 −1 0 5

𝐿 =
[𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(−1) − (0)] ⋅ [(−1) − (1)] ⋅ [(−1) − (2)]
=

𝑥 ⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2)

(−1) ⋅ (−2) ⋅ (−3)
=
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(0) − (−1)] ⋅ [(0) − (1)] ⋅ [(0) − (2)]
=
(𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 2)

(1) ⋅ (−1) ⋅ (−2)
=
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(1) − (−1)] ⋅ [(1) − (0)] ⋅ [(1) − (2)]
=
(𝑥 − 𝑥 − 2) ⋅ 𝑥

(2) ⋅ (1) ⋅ (−1)
=
−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)]

[(2) − (−1)] ⋅ [(2) − (0)] ⋅ [(2) − (1)]
=

(𝑥 − 1) ⋅ 𝑥

(3) ⋅ (2) ⋅ (1)
=
1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥)

Výsledný Lagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = (−4) ⋅
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)+

+(−1) ⋅
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2) + 0 ⋅

−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥) + 5 ⋅

1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥) =

= − + ⋅ 𝑥 + + ⋅ 𝑥 + + + ⋅ 𝑥 + =

= ⋅ 𝑥 + (−2 + 1) ⋅ 𝑥 + ⋅ 𝑥 − 1 = 𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 − 1
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Příklad 1.1.2. — Lagrangeův tvar interpolačního mnohočlenu

Určete Lagrangeův tvar polynomu, který procházı́ všemi body:

𝑥 −1 0 1 2

𝑦 −4 −1 0 5

𝐿 =
[𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(−1) − (0)] ⋅ [(−1) − (1)] ⋅ [(−1) − (2)]
=

𝑥 ⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2)

(−1) ⋅ (−2) ⋅ (−3)
=
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(0) − (−1)] ⋅ [(0) − (1)] ⋅ [(0) − (2)]
=
(𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 2)

(1) ⋅ (−1) ⋅ (−2)
=
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(1) − (−1)] ⋅ [(1) − (0)] ⋅ [(1) − (2)]
=
(𝑥 − 𝑥 − 2) ⋅ 𝑥

(2) ⋅ (1) ⋅ (−1)
=
−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)]

[(2) − (−1)] ⋅ [(2) − (0)] ⋅ [(2) − (1)]
=

(𝑥 − 1) ⋅ 𝑥

(3) ⋅ (2) ⋅ (1)
=
1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥)

Výsledný Lagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = (−4) ⋅
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)+

+(−1) ⋅
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2) + 0 ⋅

−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥) + 5 ⋅

1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥) =

= − + ⋅ 𝑥 + + ⋅ 𝑥 + + + ⋅ 𝑥 + =

= ⋅ 𝑥 + (−2 + 1) ⋅ 𝑥 + ⋅ 𝑥 − 1 = 𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 − 1
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Příklad 1.1.2. — Lagrangeův tvar interpolačního mnohočlenu

Určete Lagrangeův tvar polynomu, který procházı́ všemi body:

𝑥 −1 0 1 2

𝑦 −4 −1 0 5

𝐿 =
[𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(−1) − (0)] ⋅ [(−1) − (1)] ⋅ [(−1) − (2)]
=

𝑥 ⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2)

(−1) ⋅ (−2) ⋅ (−3)
=
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (1)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(0) − (−1)] ⋅ [(0) − (1)] ⋅ [(0) − (2)]
=
(𝑥 − 1) ⋅ (𝑥 − 2)

(1) ⋅ (−1) ⋅ (−2)
=
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (2)]

[(1) − (−1)] ⋅ [(1) − (0)] ⋅ [(1) − (2)]
=
(𝑥 − 𝑥 − 2) ⋅ 𝑥

(2) ⋅ (1) ⋅ (−1)
=
−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥)

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1)]

[(2) − (−1)] ⋅ [(2) − (0)] ⋅ [(2) − (1)]
=

(𝑥 − 1) ⋅ 𝑥

(3) ⋅ (2) ⋅ (1)
=
1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥)

Výsledný Lagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je potom

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) = (−4) ⋅
−1

6
⋅ (𝑥 − 3𝑥 + 2𝑥)+

+(−1) ⋅
1

2
⋅ (𝑥 − 2𝑥 − 𝑥 + 2) + 0 ⋅

−1

2
⋅ (𝑥 − 𝑥 − 2𝑥) + 5 ⋅

1

6
⋅ (𝑥 − 𝑥) =

= − + ⋅ 𝑥 + + ⋅ 𝑥 + + + ⋅ 𝑥 + =

= ⋅ 𝑥 + (−2 + 1) ⋅ 𝑥 + ⋅ 𝑥 − 1 = 𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 − 1
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Příklad 1.1.3. — Lagrangeův tvar interpolačního mnohočlenu

Jsou dány 3 body
𝑥 −1 0 1,5 0,5

𝑦 2,25 0,25 1 −0,5
Určete mnohočlen, který všemi procházı́.

𝐿 =
[𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1,5)]

[(−1) − (0)] ⋅ [(−1) − (1,5)]
=

1

2,5
⋅ (𝑥 − 1,5 𝑥) ⋅

𝑥 − 0,5

−1 − 0,5

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (1,5)]

[(0) − (−1)] ⋅ [(0) − (1,5)]
=
−1

1,5
⋅ (𝑥 − 0,5 𝑥 − 1,5) ⋅

𝑥 − 0,5

0 − 0,5

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)]

[(1,5) − (−1)] ⋅ [(1,5) − (0)]
=

1

3,75
⋅ (𝑥 + 𝑥) ⋅

𝑥 − 0,5

1,5 − 0,5

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1,5)]

[(0,5) − (−1)] ⋅ [(0,5) − (0)] ⋅ [(0,5) − (1)]

Lagrangeův interpolačnı́ mnohočlen: 𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) =

(2,25) ⋅
1

2,5
⋅ (𝑥 − 1,5 𝑥) + (0,25) ⋅

−1

1,5
⋅ (𝑥 − 0,5 𝑥 − 1,5) + 1 ⋅

1

3,75
⋅ (𝑥 + 𝑥) =

=
,

,
+

,

,
+

,
⋅ 𝑥 +

, ⋅( , )

,
+

, ⋅ ,

,
+

,
⋅ 𝑥 +

, ⋅ ,

,
= = 𝑥2 − 𝑥 + 0,25

A co když vznikne požadavek, aby mnohočlen procházel ještě dalšıḿ bodem? Pak musı́me výpočty

následovně doplnit.

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥)
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Příklad 1.1.3. — Lagrangeův tvar interpolačního mnohočlenu

Jsou dány 3 body
𝑥 −1 0 1,5 0,5

𝑦 2,25 0,25 1 −0,5
Určete mnohočlen, který všemi procházı́.

𝐿 =
[𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1,5)]

[(−1) − (0)] ⋅ [(−1) − (1,5)]
=

1

2,5
⋅ (𝑥 − 1,5 𝑥) ⋅

𝑥 − 0,5

−1 − 0,5

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (1,5)]

[(0) − (−1)] ⋅ [(0) − (1,5)]
=
−1

1,5
⋅ (𝑥 − 0,5 𝑥 − 1,5) ⋅

𝑥 − 0,5

0 − 0,5

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)]

[(1,5) − (−1)] ⋅ [(1,5) − (0)]
=

1

3,75
⋅ (𝑥 + 𝑥) ⋅

𝑥 − 0,5

1,5 − 0,5

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1,5)]

[(0,5) − (−1)] ⋅ [(0,5) − (0)] ⋅ [(0,5) − (1)]

Lagrangeův interpolačnı́ mnohočlen: 𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) =

(2,25) ⋅
1

2,5
⋅ (𝑥 − 1,5 𝑥) + (0,25) ⋅

−1

1,5
⋅ (𝑥 − 0,5 𝑥 − 1,5) + 1 ⋅

1

3,75
⋅ (𝑥 + 𝑥) =

=
,

,
+

,

,
+

,
⋅ 𝑥 +

, ⋅( , )

,
+

, ⋅ ,

,
+

,
⋅ 𝑥 +

, ⋅ ,

,
= = 𝑥2 − 𝑥 + 0,25

A co když vznikne požadavek, aby mnohočlen procházel ještě dalšıḿ bodem? Pak musı́me výpočty

následovně doplnit.

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥)
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Příklad 1.1.3. — Lagrangeův tvar interpolačního mnohočlenu

Jsou dány 3 body
𝑥 −1 0 1,5 0,5

𝑦 2,25 0,25 1 −0,5
Určete mnohočlen, který všemi procházı́.

𝐿 =
[𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1,5)]

[(−1) − (0)] ⋅ [(−1) − (1,5)]
=

1

2,5
⋅ (𝑥 − 1,5 𝑥) ⋅

𝑥 − 0,5

−1 − 0,5

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (1,5)]

[(0) − (−1)] ⋅ [(0) − (1,5)]
=
−1

1,5
⋅ (𝑥 − 0,5 𝑥 − 1,5) ⋅

𝑥 − 0,5

0 − 0,5

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)]

[(1,5) − (−1)] ⋅ [(1,5) − (0)]
=

1

3,75
⋅ (𝑥 + 𝑥) ⋅

𝑥 − 0,5

1,5 − 0,5

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1,5)]

[(0,5) − (−1)] ⋅ [(0,5) − (0)] ⋅ [(0,5) − (1)]

Lagrangeův interpolačnı́ mnohočlen: 𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) =

(2,25) ⋅
1

2,5
⋅ (𝑥 − 1,5 𝑥) + (0,25) ⋅

−1

1,5
⋅ (𝑥 − 0,5 𝑥 − 1,5) + 1 ⋅

1

3,75
⋅ (𝑥 + 𝑥) =

=
,

,
+

,

,
+

,
⋅ 𝑥 +

, ⋅( , )

,
+

, ⋅ ,

,
+

,
⋅ 𝑥 +

, ⋅ ,

,
= = 𝑥2 − 𝑥 + 0,25

A co když vznikne požadavek, aby mnohočlen procházel ještě dalšıḿ bodem? Pak musı́me výpočty

následovně doplnit.

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥)
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Příklad 1.1.3. — Lagrangeův tvar interpolačního mnohočlenu

Jsou dány 3 body
𝑥 −1 0 1,5 0,5

𝑦 2,25 0,25 1 −0,5
Určete mnohočlen, který všemi procházı́.

𝐿 =
[𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1,5)]

[(−1) − (0)] ⋅ [(−1) − (1,5)]
=

1

2,5
⋅ (𝑥 − 1,5 𝑥) ⋅

𝑥 − 0,5

−1 − 0,5

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (1,5)]

[(0) − (−1)] ⋅ [(0) − (1,5)]
=
−1

1,5
⋅ (𝑥 − 0,5 𝑥 − 1,5) ⋅

𝑥 − 0,5

0 − 0,5

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)]

[(1,5) − (−1)] ⋅ [(1,5) − (0)]
=

1

3,75
⋅ (𝑥 + 𝑥) ⋅

𝑥 − 0,5

1,5 − 0,5

𝐿 =
[𝑥 − (−1)] ⋅ [𝑥 − (0)] ⋅ [𝑥 − (1,5)]

[(0,5) − (−1)] ⋅ [(0,5) − (0)] ⋅ [(0,5) − (1)]

Lagrangeův interpolačnı́ mnohočlen: 𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) =

(2,25) ⋅
1

2,5
⋅ (𝑥 − 1,5 𝑥) + (0,25) ⋅

−1

1,5
⋅ (𝑥 − 0,5 𝑥 − 1,5) + 1 ⋅

1

3,75
⋅ (𝑥 + 𝑥) =

=
,

,
+

,

,
+

,
⋅ 𝑥 +

, ⋅( , )

,
+

, ⋅ ,

,
+

,
⋅ 𝑥 +

, ⋅ ,

,
= = 𝑥2 − 𝑥 + 0,25

A co když vznikne požadavek, aby mnohočlen procházel ještě dalšıḿ bodem? Pak musı́me výpočty

následovně doplnit.

𝐿(𝑥) = 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥) + 𝑦 ⋅ 𝐿 (𝑥)
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Příklad 1.1.3. — Lagrangeův tvar interpolačního mnohočlenu

Jsou dány 3 body
𝑥 −1 0 1,5 0,5

𝑦 2,25 0,25 1 −0,5
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𝑥 − 0,5

−1 − 0,5

𝐿 =
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A co když vznikne požadavek, aby mnohočlen procházel ještě dalšıḿ bodem? Pak musı́me výpočty

následovně doplnit.
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1.2. Poznámka k interpolačním polynomům

Interpolace. Interpolačnı́ polynom v Lagrangeově tvaru má tu nevýhodu, že chceme-li přidat dalšı́ uz-

lový bod, musı́me celý polynom přepočı́tat znovu.

Také výpočet hodnoty tohoto polynomu pro většı́ počet uzlových bodů je dosti pracný. Proto je

někdy výhodnějšı́ hledat interpolačnı́ polynom v jiném tvaru 20.

Aproximace. 21 V přı́pade, že jsou funkčnı́ hodnoty zı́skány experimentálně, napřı́klad jako výsledky

nějakého měřenı́, je interpolace nevhodná. Výsledky jsou totiž zatı́ženy chybami a interpolačnı́

funkce by tyto chyby kopı́rovala, což je přesně to, čeho se chceme vyvarovat.

Kromě toho povaha experimentu nevylučuje možnost několika měřenı́ s různými výsledky při

nezměněné hodnotě x 22 .

Vzhledem k těmto okolnostem nenı́ vždy žádoucı́, aby aproximačnı́ funkce nabývala v uzlových

bodech předem daných hodnot (aby křivka procházela všemi uzlovými body).

20 Napřı́klad Newtonův interpolačnı́ polynom, Taylorův rozvoj, apod.
21 Aproximace (přiblížení) je znázorněnı́ něčeho, co nenı́ naprosto přesné, ale je to stále dost blı́zko na to, aby to bylo

použitelné. Aproximaci je možné využı́t, když chybějı́cı́ informace znemožňujı́ zı́skánı́ přesného výsledku.
22 Ale funkce (a Lagrangeův interpolačnı́ mnohočlen je funkcı́, která procházı́ všemi uzlovými body) nemůže mı́t pro jednu

hodnotu různé funkčnı́ hodnoty!
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2. Aproximace diskrétních hodnot vhodnou funkcí

2.1. Metoda nejmenších čtverců

Vmnoha přı́padechmáme určitou představu o povaze funkce, jejı́ž hodnoty jsme naměřili; napřı́klad se

může jednat o lineárnı́ nebo kvadratickou závislost. Pak hledáme mezi všemi funkcemi tohoto známé-

ho typu takovou, která procházı́ k zadaným (dřıv́e jsme je nazývaly uzlové a požadovali jsme, aby jimi

interpolačnı́ funkce procházela) bodům v jistém smyslu „co nejblíže“.

2.1.1. Aproximace přímkou

Nejprve podrobně rozebereme nejjednoduššı́ přı́pad— aproximaci přı́mkou. Výchozı́ situace je tato: Je

dáno 𝑛 bodů o souřadnicı́ch [𝑥 ; 𝑦 ], [𝑥 ; 𝑦 ], [𝑥 ; 𝑦 ], …, [𝑥 ; 𝑦 ], [𝑥 ; 𝑦 ]. Budeme hledat přı́mku,

jejıž́ rovnice je následujı́cı́

𝑦 = 𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑥 , (29)

která bude co nejlépe procházet mezi body [𝑥 ; 𝑦 ], kde 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛.

Pokudbychomuvažovali pouze odchylky přı́mky od zadaných bodů,mohlo by se stát (jako v levé části

obrázku 24), že součet chyb s kladným znaménkem (vzdálenosti bodů ležı́cı́ch pod přı́mkou od této

přı́mky) je stejný jako součet chyb se záporným znaménkem (vzdálenosti bodů ležı́cı́ch nad přı́mkou

od této přı́mky), takže se navzájem odečtou. A nulový součet všech chyb znamená, že chyby neexistujı́

a přı́mka procházı́ přesně všemi body. Což ovšem nenı́ pravda, jak je z obrázku 24 zřejmé.

Abychom vyloučili vzájemné odečı́tánı́ chyb, musı́me ze záporných hodnot chyb vyrobit jejich klad-

né protějšky. K tomu můžeme využı́t buď absolutnı́ hodnoty ze záporných chyb nebo jejich druhých

mocnin.
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Obrázek 24: Přıḿky procházejı́cı́ „blı́zko“ zadaných bodů. Autorem obrázků je Robert Mařı́k.

A která z nich procházı́ bodům „blı́žeji“?

Jelikož body [𝑥 ; 𝑦 ] jsou dány, chyba závisı́ pouze na koe icientech přı́mky𝑎 a 𝑏. Ukazuje se, že vhodné

kritérium pro určenı́ onoho „co nejlepšı́ho“ procházenı́ je, aby součet druhých mocnin (neboli čtverců)

chyb v jednotlivých bodech byl minimálnı́. Tedy zapsáno symbolicky:

[(𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑥 ) − 𝑦 ] ⟶ min .

Ze střednı́ školy si možná pamatujete (my to budeme probıŕat v dalšı́m semestru), že extrém (maxi-

mum či minimum) funkce může nastat pouze v bodech, kde prvnı́ derivace neexistuje, nebo se rovná

nule. V tomto přı́padě máme dva proměnné koe icienty přı́mky, proto se při výpočtu použıv́ajı́ parciálnı́
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derivace. Ty položı́me rovny nule a obdržı́me následujı́cı́ soustavu lineárnı́ch rovnic:

𝑎 ⋅ 𝑛 + 𝑏 ⋅ ∑ 𝑥 = ∑ 𝑦

𝑎 ⋅ ∑ 𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑ 𝑥 = ∑ 𝑥 ⋅ 𝑦

(30)

Tuto soustavu pak vyřešı́me, což si ukážeme na následujı́cı́m přı́kladu. Rešitmůžeme napřı́klad Gaus-

sovou eliminačnı́ metodou, Cramerovým pravidlem či jinak, protože čtvercová matice této soustavy je

vždy regulárnı́.

Příklad: Určete rovnici přı́mky, která bude procházet co „nejblíže“ bodům

[−1; 1] ; [0; 2] ; [2; −2] ; [3; −7] .

Nejprve si zadané body přepıš́eme do tabulky, nejlépe SVISLE, jak si ukážeme na dalšı́ straně. Tuto

tabulku pak budeme doplňovat potřebnými sloupci.
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𝑥 −1 0 2 3

𝑦 1 2 −2 −7
Pro 4 body je ve vztazı́ch (30) 𝑛 = 4:

𝑎 ⋅ 4 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

Výpočty potřebné pro nalezenı́ koe icientů soustavy provedeme v následujı́cı́ tabulce:

i 𝑥 𝑦 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦

1 −1 1 1 −1

2 0 2 0 0

3 2 −2 4 −4

4 3 −7 9 −21

∑ 4 −6 14 −26

4𝑎 + 4𝑏 = −6 | ⋅ (−1)

4 𝑎 + 14𝑏 = −26

0 + 10𝑏 = −20 | ∶ 10

𝑏 = −2

Po dosazenı́ za 𝑏 = −2 do prvnı́ rovnice dostáváme 4𝑎 + 4 ⋅ (−2) = −6 a odsud

𝑎 = .
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𝑎 = .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −1 0 2 3

𝑦 1 2 −2 −7
Pro 4 body je ve vztazı́ch (30) 𝑛 = 4:

𝑎 ⋅ 4 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

Výpočty potřebné pro nalezenı́ koe icientů soustavy provedeme v následujı́cı́ tabulce:

i 𝑥 𝑦 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦

1 −1 1 1 −1

2 0 2 0 0

3 2 −2 4 −4

4 3 −7 9 −21

∑ 4 −6 14 −26

4𝑎 + 4𝑏 = −6 | ⋅ (−1)

4 𝑎 + 14𝑏 = −26

0 + 10𝑏 = −20 | ∶ 10

𝑏 = −2

Po dosazenı́ za 𝑏 = −2 do prvnı́ rovnice dostáváme 4𝑎 + 4 ⋅ (−2) = −6 a odsud

𝑎 = .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −1 0 2 3

𝑦 1 2 −2 −7
Pro 4 body je ve vztazı́ch (30) 𝑛 = 4:

𝑎 ⋅ 4 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

Výpočty potřebné pro nalezenı́ koe icientů soustavy provedeme v následujı́cı́ tabulce:

i 𝑥 𝑦 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦

1 −1 1 1 −1

2 0 2 0 0

3 2 −2 4 −4

4 3 −7 9 −21

∑ 4 −6 14 −26

4𝑎 + 4𝑏 = −6 | ⋅ (−1)

4 𝑎 + 14𝑏 = −26

0 + 10𝑏 = −20 | ∶ 10

𝑏 = −2

Po dosazenı́ za 𝑏 = −2 do prvnı́ rovnice dostáváme 4𝑎 + 4 ⋅ (−2) = −6 a odsud

𝑎 = .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −1 0 2 3

𝑦 1 2 −2 −7
Pro 4 body je ve vztazı́ch (30) 𝑛 = 4:

𝑎 ⋅ 4 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

Výpočty potřebné pro nalezenı́ koe icientů soustavy provedeme v následujı́cı́ tabulce:

i 𝑥 𝑦 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦

1 −1 1 1 −1

2 0 2 0 0

3 2 −2 4 −4

4 3 −7 9 −21

∑ 4 −6 14 −26

4𝑎 + 4𝑏 = −6 | ⋅ (−1)

4 𝑎 + 14𝑏 = −26

0 + 10𝑏 = −20 | ∶ 10

𝑏 = −2

Po dosazenı́ za 𝑏 = −2 do prvnı́ rovnice dostáváme 4𝑎 + 4 ⋅ (−2) = −6 a odsud

𝑎 = .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −1 0 2 3

𝑦 1 2 −2 −7
Pro 4 body je ve vztazı́ch (30) 𝑛 = 4:

𝑎 ⋅ 4 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

Výpočty potřebné pro nalezenı́ koe icientů soustavy provedeme v následujı́cı́ tabulce:

i 𝑥 𝑦 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦

1 −1 1 1 −1

2 0 2 0 0

3 2 −2 4 −4

4 3 −7 9 −21

∑ 4 −6 14 −26

4𝑎 + 4𝑏 = −6 | ⋅ (−1)

4 𝑎 + 14𝑏 = −26

0 + 10𝑏 = −20 | ∶ 10

𝑏 = −2

Po dosazenı́ za 𝑏 = −2 do prvnı́ rovnice dostáváme 4𝑎 + 4 ⋅ (−2) = −6 a odsud

𝑎 = .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −1 0 2 3

𝑦 1 2 −2 −7
Pro 4 body je ve vztazı́ch (30) 𝑛 = 4:

𝑎 ⋅ 4 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

Výpočty potřebné pro nalezenı́ koe icientů soustavy provedeme v následujı́cı́ tabulce:

i 𝑥 𝑦 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦

1 −1 1 1 −1

2 0 2 0 0

3 2 −2 4 −4

4 3 −7 9 −21

∑ 4 −6 14 −26

4𝑎 + 4𝑏 = −6 | ⋅ (−1)

4 𝑎 + 14𝑏 = −26

0 + 10𝑏 = −20 | ∶ 10

𝑏 = −2

Po dosazenı́ za 𝑏 = −2 do prvnı́ rovnice dostáváme 4𝑎 + 4 ⋅ (−2) = −6 a odsud

𝑎 = .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −1 0 2 3

𝑦 1 2 −2 −7
Pro 4 body je ve vztazı́ch (30) 𝑛 = 4:

𝑎 ⋅ 4 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

Výpočty potřebné pro nalezenı́ koe icientů soustavy provedeme v následujı́cı́ tabulce:

i 𝑥 𝑦 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦

1 −1 1 1 −1

2 0 2 0 0

3 2 −2 4 −4

4 3 −7 9 −21

∑ 4 −6 14 −26

4𝑎 + 4𝑏 = −6 | ⋅ (−1)

4 𝑎 + 14𝑏 = −26

0 + 10𝑏 = −20 | ∶ 10

𝑏 = −2

Po dosazenı́ za 𝑏 = −2 do prvnı́ rovnice dostáváme 4𝑎 + 4 ⋅ (−2) = −6 a odsud

𝑎 = .

Aproximačnı́ přı́mka (29) má rovnici: 𝑦 = 0, 5 − 2𝑥 .
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

2.1.2. Aproximace parabolou

Budeme postupovat analogicky jako v přı́padě lineárnı́ho vyrovnánı́. Hledáme parabolu, která má rov-

nici:

𝑦 = 𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑥 + 𝑐 ⋅ 𝑥 nebo také 𝑦 = 𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝑏 ⋅ 𝑥 + 𝑐 ⋅ 𝑥 . (31)

Jelikož body [𝑥 ; 𝑦 ] jsou dány, chyba závisı́ pouze na koe icientech paraboly 𝑎, 𝑏 a 𝑐. Stejně jako u line-

árnı́ho vyrovnánı́ se ukazuje, že vhodné kritérium pro určenı́ onoho „co nejlepšı́ho“ procházenı́ je, aby

součet druhých mocnin (neboli čtverců) chyb v jednotlivých bodech byl minimálnı.́ Tedy:

[(𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑥 + 𝑐 ⋅ 𝑥 ) − 𝑦 ] ⟶ min .

Parciálnı́ derivace podle proměnných 𝑎, 𝑏 a 𝑐 položı́me rovny nule a dostaneme (kde 𝑎 ⋅ ∑ 𝑥 = 𝑎 ⋅ 𝑛 ):

𝑎 ⋅ 𝑛 + 𝑏 ⋅ ∑ 𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑ 𝑥 = ∑ 𝑦

𝑎 ⋅ ∑ 𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑ 𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑ 𝑥 = ∑ 𝑥 ⋅ 𝑦

𝑎 ⋅ ∑ 𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑ 𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑ 𝑥 = ∑ 𝑥 ⋅ 𝑦

(32)

Tuto soustavu lineárnı́ch rovnic vyřešı́me.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Příklad. Vezmeme stejné body,

[−1; 1] [0; 2] [2;−2] [3;−7]

jako v minulém přı́kladu.

Teď požadujeme najı́t mnohočlen druhého stupně (kvadratický trojčlen, jehož grafem je parabola)

tak, aby jeho graf procházel „co nejblíže“ zadaným bodům. Tak jako v předchozı́m budeme pomocné

výpočty zapisovat do tabulky. A protože máme zadané stejné body jako v předchozı́m přı́padě, základ

tabulky již máme hotov. Jenom ji doplnı́me o dalšı́ potřebné sloupce.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −1 0 2 3

𝑦 1 2 −2 −7
předchozı́ výpočet

𝑎 ⋅ 4 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

i 𝑥 𝑦 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦 𝑥 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦

1 −1 1 1 −1 −1 1 1

2 0 2 0 0 0 0 0

3 2 −2 4 −4 8 16 −8

4 3 −7 9 −21 27 81 −63

∑ 4 −6 14 −26 34 98 −70

4𝑎 + 4𝑏 + 14 𝑐 = −6

4𝑎 + 14𝑏 + 34 𝑐 = −26

14𝑎 + 34𝑏 + 98 𝑐 = −70

Soustavu budeme řešit

Cramerovým pravidlem:

𝑎 =

−6 4 14

−26 14 34

−70 34 98

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= 2; 𝑏 =

4 −6 14

4 −26 34

14 −70 98

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= = 0; 𝑐 =

4 4 −6

4 14 −26

14 34 −70

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= = −1
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −1 0 2 3

𝑦 1 2 −2 −7
předchozı́ výpočet

𝑎 ⋅ 4 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

i 𝑥 𝑦 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦 𝑥 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦

1 −1 1 1 −1 −1 1 1

2 0 2 0 0 0 0 0

3 2 −2 4 −4 8 16 −8

4 3 −7 9 −21 27 81 −63

∑ 4 −6 14 −26 34 98 −70

4𝑎 + 4𝑏 + 14 𝑐 = −6

4𝑎 + 14𝑏 + 34 𝑐 = −26

14𝑎 + 34𝑏 + 98 𝑐 = −70

Soustavu budeme řešit

Cramerovým pravidlem:

𝑎 =

−6 4 14

−26 14 34

−70 34 98

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= 2; 𝑏 =

4 −6 14

4 −26 34

14 −70 98

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= = 0; 𝑐 =

4 4 −6

4 14 −26

14 34 −70

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= = −1
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −1 0 2 3

𝑦 1 2 −2 −7
předchozı́ výpočet

𝑎 ⋅ 4 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

i 𝑥 𝑦 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦 𝑥 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦

1 −1 1 1 −1 −1 1 1

2 0 2 0 0 0 0 0

3 2 −2 4 −4 8 16 −8

4 3 −7 9 −21 27 81 −63

∑ 4 −6 14 −26 34 98 −70

4𝑎 + 4𝑏 + 14 𝑐 = −6

4𝑎 + 14𝑏 + 34 𝑐 = −26

14𝑎 + 34𝑏 + 98 𝑐 = −70

Soustavu budeme řešit

Cramerovým pravidlem:

𝑎 =

−6 4 14

−26 14 34

−70 34 98

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= 2; 𝑏 =

4 −6 14

4 −26 34

14 −70 98

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= = 0; 𝑐 =

4 4 −6

4 14 −26

14 34 −70

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= = −1
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −1 0 2 3

𝑦 1 2 −2 −7
předchozı́ výpočet

𝑎 ⋅ 4 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

i 𝑥 𝑦 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦 𝑥 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦

1 −1 1 1 −1 −1 1 1

2 0 2 0 0 0 0 0

3 2 −2 4 −4 8 16 −8

4 3 −7 9 −21 27 81 −63

∑ 4 −6 14 −26 34 98 −70

4𝑎 + 4𝑏 + 14 𝑐 = −6

4𝑎 + 14𝑏 + 34 𝑐 = −26

14𝑎 + 34𝑏 + 98 𝑐 = −70

Soustavu budeme řešit

Cramerovým pravidlem:

𝑎 =

−6 4 14

−26 14 34

−70 34 98

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= 2; 𝑏 =

4 −6 14

4 −26 34

14 −70 98

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= = 0; 𝑐 =

4 4 −6

4 14 −26

14 34 −70

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= = −1
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −1 0 2 3

𝑦 1 2 −2 −7
předchozı́ výpočet

𝑎 ⋅ 4 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

i 𝑥 𝑦 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦 𝑥 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦

1 −1 1 1 −1 −1 1 1

2 0 2 0 0 0 0 0

3 2 −2 4 −4 8 16 −8

4 3 −7 9 −21 27 81 −63

∑ 4 −6 14 −26 34 98 −70

4𝑎 + 4𝑏 + 14 𝑐 = −6

4𝑎 + 14𝑏 + 34 𝑐 = −26

14𝑎 + 34𝑏 + 98 𝑐 = −70

Soustavu budeme řešit

Cramerovým pravidlem:

𝑎 =

−6 4 14

−26 14 34

−70 34 98

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= 2; 𝑏 =

4 −6 14

4 −26 34

14 −70 98

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= = 0; 𝑐 =

4 4 −6

4 14 −26

14 34 −70

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= = −1
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

𝑥 −1 0 2 3

𝑦 1 2 −2 −7
předchozı́ výpočet

𝑎 ⋅ 4 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

i 𝑥 𝑦 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦 𝑥 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦

1 −1 1 1 −1 −1 1 1

2 0 2 0 0 0 0 0

3 2 −2 4 −4 8 16 −8

4 3 −7 9 −21 27 81 −63

∑ 4 −6 14 −26 34 98 −70

4𝑎 + 4𝑏 + 14 𝑐 = −6

4𝑎 + 14𝑏 + 34 𝑐 = −26

14𝑎 + 34𝑏 + 98 𝑐 = −70

Soustavu budeme řešit

Cramerovým pravidlem:

𝑎 =

−6 4 14

−26 14 34

−70 34 98

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= 2; 𝑏 =

4 −6 14

4 −26 34

14 −70 98

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= = 0; 𝑐 =

4 4 −6

4 14 −26

14 34 −70

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= = −1
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𝑥 −1 0 2 3

𝑦 1 2 −2 −7
předchozı́ výpočet

𝑎 ⋅ 4 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

i 𝑥 𝑦 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦 𝑥 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦

1 −1 1 1 −1 −1 1 1

2 0 2 0 0 0 0 0

3 2 −2 4 −4 8 16 −8

4 3 −7 9 −21 27 81 −63

∑ 4 −6 14 −26 34 98 −70

4𝑎 + 4𝑏 + 14 𝑐 = −6

4𝑎 + 14𝑏 + 34 𝑐 = −26

14𝑎 + 34𝑏 + 98 𝑐 = −70

Soustavu budeme řešit

Cramerovým pravidlem:

𝑎 =

−6 4 14

−26 14 34

−70 34 98

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= 2; 𝑏 =

4 −6 14

4 −26 34

14 −70 98

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= = 0; 𝑐 =

4 4 −6

4 14 −26

14 34 −70

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= = −1
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𝑥 −1 0 2 3

𝑦 1 2 −2 −7
předchozı́ výpočet

𝑎 ⋅ 4 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

i 𝑥 𝑦 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦 𝑥 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦

1 −1 1 1 −1 −1 1 1

2 0 2 0 0 0 0 0

3 2 −2 4 −4 8 16 −8

4 3 −7 9 −21 27 81 −63

∑ 4 −6 14 −26 34 98 −70

4𝑎 + 4𝑏 + 14 𝑐 = −6

4𝑎 + 14𝑏 + 34 𝑐 = −26

14𝑎 + 34𝑏 + 98 𝑐 = −70

Soustavu budeme řešit

Cramerovým pravidlem:

𝑎 =

−6 4 14

−26 14 34

−70 34 98

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= 2; 𝑏 =

4 −6 14

4 −26 34

14 −70 98

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= = 0; 𝑐 =

4 4 −6

4 14 −26

14 34 −70

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= = −1
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𝑥 −1 0 2 3

𝑦 1 2 −2 −7
předchozı́ výpočet

𝑎 ⋅ 4 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

𝑎 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑏 ⋅ ∑
∀

𝑥 + 𝑐 ⋅ ∑
∀

𝑥 = ∑
∀

𝑥 ⋅ 𝑦

i 𝑥 𝑦 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦 𝑥 𝑥 𝑥 ⋅ 𝑦

1 −1 1 1 −1 −1 1 1

2 0 2 0 0 0 0 0

3 2 −2 4 −4 8 16 −8

4 3 −7 9 −21 27 81 −63

∑ 4 −6 14 −26 34 98 −70

4𝑎 + 4𝑏 + 14 𝑐 = −6

4𝑎 + 14𝑏 + 34 𝑐 = −26

14𝑎 + 34𝑏 + 98 𝑐 = −70

Soustavu budeme řešit

Cramerovým pravidlem:

𝑎 =

−6 4 14

−26 14 34

−70 34 98

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= 2; 𝑏 =

4 −6 14

4 −26 34

14 −70 98

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= = 0; 𝑐 =

4 4 −6

4 14 −26

14 34 −70

4 4 14

4 14 34

14 34 98

= = −1

Aproximačnı́ parabola (31) má rovnici: 𝑦 = 2 − 𝑥 .
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Obrázek 25: Metoda nejmenšı́ch čtverců

Zadané body, aproximačnı́ přı́mka, aproximačnı́ parabola

To, že parabola procházı́ všemi zadanými body, je jenomnáhoda. Obecně nemusı́ procházet ani jediným,

ale „dostatečně blı́zko“ všech, tak jako modrá přı́mka.
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2.2. Poznámka k metodě nejmenších čtverců

Uvedená metoda je v praxi natolik použıv́ána, že jak některé komerčnı́ programy (napřı́klad Excel,

Mathematica, Matlab, MathCad, …) tak jejich freewarové alternativy (napřı́klad GNUplot) hledajı́ apro-

ximačnı́ funkce pouze na základě námi zadaných diskrétnı́ch bodů. Vše ostatnı́ již provádějı́ samostatně,

bez našeho přičiněnı́.

Konkrétně v programu Excel 2010 postupujeme následovně:

1. Zadané hodnoty označı́me jako blok.

2. Potom na kartě [Vložení] v oblasti „Grafy“ vybereme <Bodový>

3. Nakonecnakartě [Nástroje grafu] v záložce „Rozložení“ voblasti<Analýza> apoložce „Spojnice

trendu“ vybereme [Další možnosti spojnice trendu]
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Po přı́padném dalšı́m upřesněnı́ (napřı́klad jaká má být barva čar, zda požadujeme v grafu vypisovat

výslednou rovnici /v levém obrázku druhá volba od spodu/, …) se již vykreslı́ požadovaný graf.
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Posloupnosti a jejich aplikace v bankovnictví
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1.1.3. Vzorcem pro obecný člen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402
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1. Posloupnosti

Až doposud jsme si všı́mali nejrůznějšı́ch funkcı́. Také nynı́ se zaměřı́me na funkce, a to speciálnı́, jejichž

de iničnı́m oborem jsou všechna přirozená čı́sla. Takové funkce nazveme posloupnosti. To znamená, že

dokážeme jejich prvky „očı́slovat“, určit jejich pořadı́ (který je prvnı,́ který druhý, atd.).

Posloupností reálných čísel (dále jen posloupností) budeme nazývat funkci, jejı́mž de inič-

nı́m oborem je množina všech přirozených čı́sel ℕ.

Cleny posloupnosti (jejı́ prvky⟹ reálná čı́sla) zapisujeme do složených {svorkových} závorek.

{1, 4, 7, 10, 13, …} je přı́kladem posloupnosti, u které jsme vyjmenovali prvnı́ch pět jejı́ch prv-

ků (členů posloupnosti) tak, jak jdou po sobě. Zajisté dokážete řı́ci, jak by tato posloupnost pokračovala,

jaká je mezi jejı́mi členy zákonitost. Máme zadán prvnı́ člen 1, druhý člen 4, třetı́ 7, čtvrtý 10, pátý 13 a

zřejmě šestý člen bude16, protože každý dalšı́ člen dostaneme tak, že k předchozı́mu přičtemeTROJKU.

Jistě si vzpomı́náte, že funkci f lze zadat:

• grafem, ze kterého odečteme souřadnice potřebných bodů do tabulky;

• tabulkou, na základě které lze buď načrtnout graf nebo interpolacı́ zı́skat předpis funkce, která

všemi danými body procházı́;

• předpisem (vztahem, vzorcem), který každému 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) přiřazuje právě jedno 𝑦 ∈ 𝐻(𝑓) .

Vypočtené hodnoty pak můžeme zapsat do tabulky.
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V přı́padě posloupnostı́ je to stejné. Také posloupnost lze zadat:

• grafem⟹ grafem posloupnosti jsou navzájem izolované body.

Tohle je graf předchozı́ho přıḱladu.

• tabulkou⟹ výčtem prvků

• předpisem (vztahem, vzorcem), kterým se zpravidla zadává prvek (člen posloupnosti, který sto-

jı́ na mı́stě 𝑛, označujeme podobně jako u matic pomocı́ jednoho indexu /protože určuje pouze

pořadı́/ tedy napřı́klad 𝑎 ) jednı́m z následujı́cı́ch způsobů:

rekurentně zadánı́m prvnı́ho (výjimečně Ntého) členu posloupnosti nebo několika prvnı́ch členů

posloupnosti a vzorcem, podle něhož lze určit dalšı́ členy pomocı́ předchozıćh členů;

například: 𝑎 = 1 , 𝑎 = 3 , 𝑎 = 𝑎 + 𝑎 , pro 𝑛 ≥ 2;

vzorcem pro 𝑛. člen —prvek posloupnosti, který je n. v pořadı,́ tedy 𝑛 je přirozené;

například: 𝑎 = (−1) ⋅ √3 .

Nynı́ si ukážeme, jak z grafu můžeme popsat posloupnost jiným způsobem, tak jako u funkcı́.
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1.1. Způsoby zadávání posloupností

1.1.1. Grafem, tabulkou, výčtem prvků

Jednotlivé body [1; 1] [2; 4] [3; 7] [4; 10] [5; 13] , kterými je tvořen graf posloupnosti, můžeme

zapsat napřıḱlad do následujı́cı́ tabulky: PORADI prvku posloupnosti 1 2 3 4 5 …

HODNOTA prvku posloupnosti 1 4 7 10 13 …

Je zřejmé, že pro všechnymožné posloupnosti budoumıt́ jejich tabulky stejný prvnı́ řádek. Proto uve-

denou tabulku zjednodušı́me tak, že vypı́šeme jen jejı́ druhý řádek, který navı́c uzavřeme do složených

{svorkových} závorek.

Novou (zjednodušenou) „tabulku“ {1, 4, 7, 10, 13, …} pak nazýváme také výčet prvků.
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1.1.2. Rekurentním vztahem

Jak jsme již uvedli v přı́kladu, každý následujı́cı́ člen této posloupnosti dostaneme tak, když k jeho před-

chozı́mu členu přičteme čı́slo tři, což můžeme (pro následujı́cı́ člen) vyjádřit symbolicky:

𝑎1 = 1 , 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 + 3

1.1.3. Vzorcem pro obecný člen

Pokud budeme chtı́t totéž vyjádřit pro obecný člen 𝑎 pouze v závislosti na 𝑛 (tedy na pořadı́ daného

členu), využijeme skutečnosti, že:

První člen posloupnosti a1 = 1.

To také můžeme zapsat: a1 = 1+({1} − 1) ⋅ 𝑐𝑜𝑘𝑜𝑙𝑖𝑣 = 1 + (0) ⋅ 𝑐𝑜𝑘𝑜𝑙𝑖𝑣 = 1 + 0 = 1.

Jednička ve složených závorkách teď pro nás bude představovat pořadı́ daného členu, tedy 𝑛 = 1.

Druhý člen posloupnosti a2 = 4 dostaneme tak, když k prvnı́mu členu (𝑎 = 1) přičteme trojku.

Proto v červeném vztahu jedničku ve složených závorkách (představujı́cı́ 𝑛) nahradı́me dvojkou a

výraz 𝑐𝑜𝑘𝑜𝑙𝑖𝑣 nahradı́me trojkou (tı́m co přičı́táme): 𝑎 = 1 + ({2} − 1) ⋅ 3 = 1 + 1 ⋅ 3 = 4.

Třetí člen posloupnosti a3 = 7 zkusı́me analogicky:

𝑎 = 1 + ({3} − 1) ⋅ 3 = 1 + 2 ⋅ 3 = 1 + 6 = 7. Odtud plyne:

Obecný 𝑛. člen posloupnosti 𝑎𝑛 = 1 + (𝑛 − 1) ⋅ 3 Ověřte i pro jiná 𝑛.
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A nynı́ se stručně zmı́nı́me o posloupnostech známých ze střednı́ školy, a to— aritmetické a geomet-

rické posloupnosti.

1.2. Aritmetická posloupnost

Aritmetická posloupnost má stálý rozdı́l mezi sousednı́mi členy. Tento rozdı́l mezi libovolným

členem kromě prvnı́ho a předcházejı́cı́m členem se obvykle značı́ 𝑑 a nazývá diference.

Diference 𝑑 = 𝑎 − 𝑎

Rekurentní zadání 𝑎 = 𝑎 + 𝑑

Zadání obecného členu 𝑎 = 𝑎 + (𝑛 − 1) ⋅ 𝑑

Součet prvních 𝑛 členů 𝑠 =
𝑛 ⋅ (𝑎 + 𝑎 )

2
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1.3. Geometrická posloupnost

U geometrické posloupnosti je každý člen kromě prvnı́ho stálým násobkem předchozı́ho členu.

Tento násobek se obvykle značı́ 𝑞 a nazývá kvocient geometrické posloupnosti. Pro posloupnosti

s nenulovými členy je 𝑞 rovno podı́lu libovolného členu kromě prvnı́ho a členu předchozı́ho.

Kvocient 𝑞 =
𝑎

𝑎

Rekurentní zadání 𝑎 = 𝑎 ⋅ 𝑞

Zadání obecného členu 𝑎 = 𝑎 ⋅ 𝑞

Součet prvních 𝑛 členů 𝑠 = 𝑎 ⋅

nebo 𝑠 = 𝑎 ⋅
1 − 𝑞

1 − 𝑞
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1.3.1. Aplikace geometrické posloupnosti

Dvojková číselná soustava

Číselná soustava je způsob vyjádření čísel. Podle způsobuurčení hodnoty čísla rozlišujemedva hlav-

nı́ druhy čı́selných soustav:

Poziční čıśelné soustavy, které jsou charakterizovány tzv. základem nebo-li bázı́, což je obvykle kladné

celé čı́slo de inujı́cı́ maximálnı́ počet čı́slic, které jsou v dané soustavě k dispozici. Cı́slo v nich

zapsané lze vyjádřit součtemmocnin základu dané soustavy vynásobených přı́slušnými platnými

čıślicemi.

Jedná se tedy o geometrickou posloupnost, jejı́ž kvocient je představován bázı́ čı́selné soustavy.

Pokud je základem čı́slo 2, hovořı́me o dvojkové (binárnı́) soustavě, která je prostřednictvı́m lo-

gických členů (proud procházı́×neprocházı́) přı́mo implementována v digitálnı́ch elektronických

obvodech. Tedy interně ji použıv́ajı́ všechny běžné digitálnı́ počı́tače.

Nepoziční čıśelné soustavy, pro které je charakteristická skutečnost, že hodnota čı́slice je daná jejı́m

symbolem a nezávisı́ na jejı́ pozici v zapsaném čı́sle.

Asi nejznámnějšı́ jsou římské číslice, kdy čı́sla zapisujeme pomocı́ pı́smen abecedy.

Potom iii = 1 + 1 + 1 = 3 , ale 111 = sto (10 ) + deset (10 ) + jedna (10 ) .

Dvojková soustava (nebo také binárnı́ soustava) je čı́selná soustava, která použıv́á pouze

dva symboly: NULU a JEDNICKU. Je to pozičnı́ čı́selná soustava mocnin čı́sla 2.

Abychom se nespletli, v jaké čı́selné soustavě se vlastně pohybujeme, zapisujeme daná čı́sla do závo-

rek a přidáme index, který označuje základ dané čı́selné soustavy.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

V přemětu „Základy informačních systémů“ budete často převádět čı́sla zapsaná ve dvojkové (binárnı́)

soustavě do desı́tkové (dekadické) soustavy a naopak.

Napřı́klad: ( 1101 0110 ) = ( 214 ) , protože platı́:

( 1101 0110 ) = 1 ⋅ 27 + 1 ⋅ 26 + 0⋅25 + 1 ⋅ 24 + 0 ⋅ 23 + 1 ⋅ 22 + 1 ⋅ 21 + 0 ⋅ 20 =

= 1 ⋅ 128 + 1 ⋅ 64 + 0 ⋅ 32 + 1 ⋅ 16 + 0 ⋅ 8 + 1 ⋅ 4 + 1 ⋅ 2 + 0 ⋅ 1 = 128 + 64 + 16 + 4 + 2 = ( 214 )

V tomto přı́padě vlastně hledáme (napřı́klad Hornerovým schématem) funkčnı́ hodnotu mnohočlenu:

𝑃(𝑥) = 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥

v čı́sle DVA. Tedy: 𝑃(2) = 214

( 11010110 ) 1 1 0 1 0 1 1 0

2 ⋅1 + 1 2 ⋅3 + 0 2 ⋅6 + 1 2 ⋅13 + 0 2 ⋅26 + 1 2 ⋅53 + 1 2 ⋅107 + 0
2 1 3 6 13 26 53 107 ( 214 )
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V přemětu „Základy informačních systémů“ budete často převádět čı́sla zapsaná ve dvojkové (binárnı́)

soustavě do desı́tkové (dekadické) soustavy a naopak.

Napřı́klad: ( 1101 0110 ) = ( 214 ) , protože platı́:

( 1101 0110 ) = 1 ⋅ 27 + 1 ⋅ 26 + 0⋅25 + 1 ⋅ 24 + 0 ⋅ 23 + 1 ⋅ 22 + 1 ⋅ 21 + 0 ⋅ 20 =

= 1 ⋅ 128 + 1 ⋅ 64 + 0 ⋅ 32 + 1 ⋅ 16 + 0 ⋅ 8 + 1 ⋅ 4 + 1 ⋅ 2 + 0 ⋅ 1 = 128 + 64 + 16 + 4 + 2 = ( 214 )

V tomto přı́padě vlastně hledáme (napřı́klad Hornerovým schématem) funkčnı́ hodnotu mnohočlenu:

𝑃(𝑥) = 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥

v čı́sle DVA. Tedy: 𝑃(2) = 214

( 11010110 ) 1 1 0 1 0 1 1 0

2 ⋅1 + 1 2 ⋅3 + 0 2 ⋅6 + 1 2 ⋅13 + 0 2 ⋅26 + 1 2 ⋅53 + 1 2 ⋅107 + 0
2 1 3 6 13 26 53 107 ( 214 )
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

V přemětu „Základy informačních systémů“ budete často převádět čı́sla zapsaná ve dvojkové (binárnı́)

soustavě do desı́tkové (dekadické) soustavy a naopak.

Napřı́klad: ( 1101 0110 ) = ( 214 ) , protože platı́:

( 1101 0110 ) = 1 ⋅ 27 + 1 ⋅ 26 + 0⋅25 + 1 ⋅ 24 + 0 ⋅ 23 + 1 ⋅ 22 + 1 ⋅ 21 + 0 ⋅ 20 =

= 1 ⋅ 128 + 1 ⋅ 64 + 0 ⋅ 32 + 1 ⋅ 16 + 0 ⋅ 8 + 1 ⋅ 4 + 1 ⋅ 2 + 0 ⋅ 1 = 128 + 64 + 16 + 4 + 2 = ( 214 )

V tomto přı́padě vlastně hledáme (napřı́klad Hornerovým schématem) funkčnı́ hodnotu mnohočlenu:

𝑃(𝑥) = 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥

v čı́sle DVA. Tedy: 𝑃(2) = 214

( 11010110 ) 1 1 0 1 0 1 1 0

2 ⋅1 + 1 2 ⋅3 + 0 2 ⋅6 + 1 2 ⋅13 + 0 2 ⋅26 + 1 2 ⋅53 + 1 2 ⋅107 + 0
2 1 3 6 13 26 53 107 ( 214 )
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

V přemětu „Základy informačních systémů“ budete často převádět čı́sla zapsaná ve dvojkové (binárnı́)

soustavě do desı́tkové (dekadické) soustavy a naopak.

Napřı́klad: ( 1101 0110 ) = ( 214 ) , protože platı́:

( 1101 0110 ) = 1 ⋅ 27 + 1 ⋅ 26 + 0⋅25 + 1 ⋅ 24 + 0 ⋅ 23 + 1 ⋅ 22 + 1 ⋅ 21 + 0 ⋅ 20 =

= 1 ⋅ 128 + 1 ⋅ 64 + 0 ⋅ 32 + 1 ⋅ 16 + 0 ⋅ 8 + 1 ⋅ 4 + 1 ⋅ 2 + 0 ⋅ 1 = 128 + 64 + 16 + 4 + 2 = ( 214 )

V tomto přı́padě vlastně hledáme (napřı́klad Hornerovým schématem) funkčnı́ hodnotu mnohočlenu:

𝑃(𝑥) = 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥

v čı́sle DVA. Tedy: 𝑃(2) = 214

( 11010110 ) 1 1 0 1 0 1 1 0

2 ⋅1 + 1 2 ⋅3 + 0 2 ⋅6 + 1 2 ⋅13 + 0 2 ⋅26 + 1 2 ⋅53 + 1 2 ⋅107 + 0
2 1 3 6 13 26 53 107 ( 214 )
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

V přemětu „Základy informačních systémů“ budete často převádět čı́sla zapsaná ve dvojkové (binárnı́)

soustavě do desı́tkové (dekadické) soustavy a naopak.

Napřı́klad: ( 1101 0110 ) = ( 214 ) , protože platı́:

( 1101 0110 ) = 1 ⋅ 27 + 1 ⋅ 26 + 0⋅25 + 1 ⋅ 24 + 0 ⋅ 23 + 1 ⋅ 22 + 1 ⋅ 21 + 0 ⋅ 20 =

= 1 ⋅ 128 + 1 ⋅ 64 + 0 ⋅ 32 + 1 ⋅ 16 + 0 ⋅ 8 + 1 ⋅ 4 + 1 ⋅ 2 + 0 ⋅ 1 = 128 + 64 + 16 + 4 + 2 = ( 214 )

V tomto přı́padě vlastně hledáme (napřı́klad Hornerovým schématem) funkčnı́ hodnotu mnohočlenu:

𝑃(𝑥) = 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥

v čı́sle DVA. Tedy: 𝑃(2) = 214

( 11010110 ) 1 1 0 1 0 1 1 0

2 ⋅1 + 1 2 ⋅3 + 0 2 ⋅6 + 1 2 ⋅13 + 0 2 ⋅26 + 1 2 ⋅53 + 1 2 ⋅107 + 0
2 1 3 6 13 26 53 107 ( 214 )
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

V přemětu „Základy informačních systémů“ budete často převádět čı́sla zapsaná ve dvojkové (binárnı́)

soustavě do desı́tkové (dekadické) soustavy a naopak.

Napřı́klad: ( 1101 0110 ) = ( 214 ) , protože platı́:

( 1101 0110 ) = 1 ⋅ 27 + 1 ⋅ 26 + 0⋅25 + 1 ⋅ 24 + 0 ⋅ 23 + 1 ⋅ 22 + 1 ⋅ 21 + 0 ⋅ 20 =

= 1 ⋅ 128 + 1 ⋅ 64 + 0 ⋅ 32 + 1 ⋅ 16 + 0 ⋅ 8 + 1 ⋅ 4 + 1 ⋅ 2 + 0 ⋅ 1 = 128 + 64 + 16 + 4 + 2 = ( 214 )

V tomto přı́padě vlastně hledáme (napřı́klad Hornerovým schématem) funkčnı́ hodnotu mnohočlenu:

𝑃(𝑥) = 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥

v čı́sle DVA. Tedy: 𝑃(2) = 214

( 11010110 ) 1 1 0 1 0 1 1 0

2 ⋅1 + 1 2 ⋅3 + 0 2 ⋅6 + 1 2 ⋅13 + 0 2 ⋅26 + 1 2 ⋅53 + 1 2 ⋅107 + 0
2 1 3 6 13 26 53 107 ( 214 )
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

V přemětu „Základy informačních systémů“ budete často převádět čı́sla zapsaná ve dvojkové (binárnı́)

soustavě do desı́tkové (dekadické) soustavy a naopak.

Napřı́klad: ( 1101 0110 ) = ( 214 ) , protože platı́:

( 1101 0110 ) = 1 ⋅ 27 + 1 ⋅ 26 + 0⋅25 + 1 ⋅ 24 + 0 ⋅ 23 + 1 ⋅ 22 + 1 ⋅ 21 + 0 ⋅ 20 =

= 1 ⋅ 128 + 1 ⋅ 64 + 0 ⋅ 32 + 1 ⋅ 16 + 0 ⋅ 8 + 1 ⋅ 4 + 1 ⋅ 2 + 0 ⋅ 1 = 128 + 64 + 16 + 4 + 2 = ( 214 )

V tomto přı́padě vlastně hledáme (napřı́klad Hornerovým schématem) funkčnı́ hodnotu mnohočlenu:

𝑃(𝑥) = 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥

v čı́sle DVA. Tedy: 𝑃(2) = 214

( 11010110 ) 1 1 0 1 0 1 1 0

2 ⋅1 + 1 2 ⋅3 + 0 2 ⋅6 + 1 2 ⋅13 + 0 2 ⋅26 + 1 2 ⋅53 + 1 2 ⋅107 + 0
2 1 3 6 13 26 53 107 ( 214 )
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

V přemětu „Základy informačních systémů“ budete často převádět čı́sla zapsaná ve dvojkové (binárnı́)

soustavě do desı́tkové (dekadické) soustavy a naopak.

Napřı́klad: ( 1101 0110 ) = ( 214 ) , protože platı́:

( 1101 0110 ) = 1 ⋅ 27 + 1 ⋅ 26 + 0⋅25 + 1 ⋅ 24 + 0 ⋅ 23 + 1 ⋅ 22 + 1 ⋅ 21 + 0 ⋅ 20 =

= 1 ⋅ 128 + 1 ⋅ 64 + 0 ⋅ 32 + 1 ⋅ 16 + 0 ⋅ 8 + 1 ⋅ 4 + 1 ⋅ 2 + 0 ⋅ 1 = 128 + 64 + 16 + 4 + 2 = ( 214 )

V tomto přı́padě vlastně hledáme (napřı́klad Hornerovým schématem) funkčnı́ hodnotu mnohočlenu:

𝑃(𝑥) = 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥

v čı́sle DVA. Tedy: 𝑃(2) = 214

( 11010110 ) 1 1 0 1 0 1 1 0

2 ⋅1 + 1 2 ⋅3 + 0 2 ⋅6 + 1 2 ⋅13 + 0 2 ⋅26 + 1 2 ⋅53 + 1 2 ⋅107 + 0
2 1 3 6 13 26 53 107 ( 214 )
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

V přemětu „Základy informačních systémů“ budete často převádět čı́sla zapsaná ve dvojkové (binárnı́)

soustavě do desı́tkové (dekadické) soustavy a naopak.

Napřı́klad: ( 1101 0110 ) = ( 214 ) , protože platı́:

( 1101 0110 ) = 1 ⋅ 27 + 1 ⋅ 26 + 0⋅25 + 1 ⋅ 24 + 0 ⋅ 23 + 1 ⋅ 22 + 1 ⋅ 21 + 0 ⋅ 20 =

= 1 ⋅ 128 + 1 ⋅ 64 + 0 ⋅ 32 + 1 ⋅ 16 + 0 ⋅ 8 + 1 ⋅ 4 + 1 ⋅ 2 + 0 ⋅ 1 = 128 + 64 + 16 + 4 + 2 = ( 214 )

V tomto přı́padě vlastně hledáme (napřı́klad Hornerovým schématem) funkčnı́ hodnotu mnohočlenu:

𝑃(𝑥) = 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥

v čı́sle DVA. Tedy: 𝑃(2) = 214

( 11010110 ) 1 1 0 1 0 1 1 0

2 ⋅1 + 1 2 ⋅3 + 0 2 ⋅6 + 1 2 ⋅13 + 0 2 ⋅26 + 1 2 ⋅53 + 1 2 ⋅107 + 0
2 1 3 6 13 26 53 107 ( 214 )

Pokud nám Hornerovo schéma „nepřirostlo k srdci“ a chtěli bychom určovat uvedenou funkčnı́ hod-

notu pomocı́ mocnin tak, jak je uvedeno v hornı́ části této stránky, tedy 1 ⋅ 2 + 1 ⋅ 2 + … , nenı́

vůbec naškodu, umět alespoň základnı́ mocniny čı́sla 2 zpaměti.

A to minimálně do hodnoty dvě
sedmou

.

mocnina 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

hodnota 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1 024
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V podstatě všechny současné počı́tače pracujı́ ve dvojkové soustavě, protože je to z konstrukčnı́ho

hlediska nejvýhodnějšı́. Mnohaciferná dvojková čı́sla jsou však pro člověka dlouhá a nepřehledná a tak

často převádı́me dvojková čıśla do šestnáctkové soustavy, kde je počet cifer 4× menšı́ (16 = 2 ).

Šestnáctková číselná soustava

Proto dalšı́ pozičnı́ čı́selnou soustavou, se kterou se také setkáte v přemětu „Základy informačních sys-

témů“ je šestnáctková soustava, která se dı́ky jednoduchému vzájemnému převodu s dvojkovou sou-

stavou často použıv́á v oblasti informatiky, napřı́klad pro:

• adresy v operačnı́ paměti počı́tače;

• MAC adresy (z anglického „Media Access Control“) jako jedinečný identi ikátor sı́ťového zařı́zenı́

(někdy se též nazývá fyzická adresa);

• IP adresy v kódovánı́ IPv6 jednoznačně identi ikujı́cı́ sı́ťové rozhranı́ v počı́tačové sı́ti, která pou-

žıv́á IP (internetový protokol).

Jak již název soustavy napovı́dá, jejı́m základem (nebo-li kvocientem geometrické řady) je čı́slo 16.

Proto je zapotřebı́ mı́t možnost zapsat všechna přirozená čı́sla menšı́ jak šestnáct jednıḿ znakem, pro-

tože musı́ být představována jedinou pozicı́ v pozičnı́ čı́selné soustavě.

U jednociferných čı́sel je tı́mto znakem právě přı́slušná cifra a u ostatnı́ch celých čı́sel menšı́ch jak 16

pak dvojici cifer nahrazujeme velkým pı́smenem ze začátku abecedy tak, jak je ukázáno v následujı́cı́

tabulce. V hornı́m řádku tabulky je čı́slo v šestnáctkové soustavě a ve spodnı́m řádku jeho desı́tkový

(dekadický) ekvivalent. A protože nemůže dojı́t k omylu, vynecháme označenı́ čı́selné soustavy.

šestnáctková soustava A B C D E F A0 B0 C0 D0 E0 F0

desítkový ekvivalent 10 11 12 13 14 15 160 176 192 208 224 240

Potom napřı́klad: ( B3 ) = ( B0 + 3 ) = ( 11 ⋅ 16 + 3 ) = ( 176 + 3 ) = ( 179 )
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Výpočet úroků

Podıv́ejme se krátce na pozoruhodné Eulerovo čı́slo e 23 které známe jako základ „přirozených logarit-

mů“. Toto čı́slo e se dá vyjádřit jako „meznı́ hodnota“ 24 (limita posloupnosti) což lze pokládat za extrém-

nı́ výsledek výpočtu úroku z úroků.

Příklad: Cástka (napřı́klad tisıć korun) se má ročně zúročit 100 %.

Řešení: To by při jediném úročenı́ na konci roku činilo 2 000 Kč.

• Jestliže se však úroky připisujı́ pololetně (úročı́ se dvakrát po 50 %), úročı́ se od začátku

července nikoliv 1 000 Kč, ale 1 500 Kč. Na konci roku tedy v bance máme 2250 Kč.

• Jestliže se však úroky připisujı́ čtvrtletně (úročı́ se čtyřikrát po 25 %), úročı́ se od začátku

dubna 1 250 Kč, od začátku července 1 562,50 Kč a od začátku řı́jna 1 953,13 Kč. Na konci

roku v bance budeme mıt́ 2 441,41 Kč.

• Výpočet úroků z úroků lze teoreticky stále vı́ce zužovat: měsı́čně, týdně, hodinově, atd.

Cástka vyjadřujı́cı́ stav našeho konta na konci roku tak bude neustále vzrůstat. Nikoli však

donekonečna, nýbrž ve stále menšı́ch krocıćh tak, jak se budeme blı́žit k hranici — vıće než

2 718,28 Kč to v žádném přı́padě nemůže být: tedy našich původních tisíc korun násobených

číslem e.

Na kontě tedy budeme mı́t náš původnı́ vklad vynásobený čı́slem 1 +
1

𝑛
, což je vlastně zadánı́

obecného (n.) členu a nějaké posloupnosti. Cı́slo n určuje, kolikrát do roka banka úročı́.

23 Následujıćı́ přı́klad je i s řešenı́m převzat z: S , H.Moderní statistika. Praha : Svoboda, 1977. Str. 90.

24 e lim
→

, je přirozené čı́slo
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Obecně při úrokové sazbě i [%] p. a. a úročı́-li banka n krát do roka, bude stav našeho konta

na konci roku

𝑎 = původnı́ vklad ⋅ 1 +
𝑖

𝑛
.

Aprotože se v posloupnosti dané tı́mto vztahemobecný člen násobı́ mocninou, jedná se o geometrickou

posloupnost, kde:

𝑎 = původnı́ vklad ⋅ 1 + = původnı́ vklad ⋅ 1 +

𝑞 = 1 +

𝑎 = 𝑎 ⋅ 𝑞 = původnı́ vklad ⋅ 1 + ⋅ 1 + = původnı́ vklad ⋅ 1 +

Vidıḿe tedy, že geometrická posloupnost má využitı́ pro výpočet úroků.
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2. Bankovní produkty

Posloupnosti (zejména geometrické) se použijı́ pro základnı́ výpočty složených úroků a tı́m se uplatnı́

pro takové bankovnı́ produkty, jako jsou vklady, spořenı́, důchody nebo úvěry. Tyto procesy postupujı́

v „obdobı́ch“, napřı́klad každý měsı́c. Požadovaný úkon (napřı́klad vklad) můžeme provést na počátku

nebo na konci obdobı́ a pak hovořı́me o PŘEDlhůtním nebo POlhůtním úkonu. Pokud dva takové procesy

na sebe navazujı́, je lhůtnost volena tak, aby komunikovaly správně. Tato problematika ale nenı́ dále

řešena.

⟹ Protože se v následujı́cı́ch vzorcı́ch vyskytujı́:

mocniny s velkým exponentem a základem blı́zkým jedničce;

součiny, kdy jeden z činitelů je blı́zký jedničce či nule;

podíly, kdy dělitel je blı́zký jedničce či nule;

…

Proto neuvážené i nepatrné zaokrouhlovánı́ může způsobit dost velkou odchylku ve výsledku, je lépe

raději nezaokrouhlovat.

Vždyť o penı́ze jde až „v prvnı́ řadě“.
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionálnı́ (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

2.1. Vklady

Popis produktu: V přı́padě vkladů vložı́ klient jednorázově penı́ze do banky, kde ležı́ po sjedna-

nou dobu a pouze se připisujı́ úroky. U tohoto produktu připouštı́me, že banka může úročit

častěji než jednou do roka.

𝑉 . . . jednorázový (termı́novaný) vklad 𝑖 . . . úroková sazba p. a. (desetin. č.: % , )

𝐾 . . . stav konta (zůstatek na účtu, jistina, kapitál) 𝑚 . . . počet úrokovacı́ch obdobı́ v jednom roce

𝑛 . . . počet celých let – roků uloženı́ 𝑧 . . . počet úrokovacı́ch obdobı́ nad celé roky

𝐾 = 𝑉 ⋅ 1 +
𝑖

𝑚

𝑚⋅𝑛+𝑧
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2.2. Spoření

Popis produktu: Při spoření jdouklientovypenı́ze dobankyvpravidelných úložkách, banka úročı́

jednou do roka, úroky připisuje klientovi.

𝑆 . . . stav spořı́cı́ho účtu na konci spořenı́ 𝑎 . . . ukládaná konstantnı́ (stále stejná) částka

𝑖 . . . úroková sazba p. a. (desetin. č.: % , ) 𝑚 . . . frekvence vkladů (počet) v jednom roce

𝑛 . . . doba spořenı́ (v celých letech – rocı́ch)

𝑆 =
𝑎

𝑖
⋅ [𝑚 + 0,5 ⋅ (𝑚 + 1) ⋅ 𝑖] ⋅ [(1 + 𝑖)𝑛 − 1]
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2.3. Důchody

Popis produktu: Na počátku si klient uložı́ na svůj důchodový účet částku 𝐷 Kč, ze které v pra-

videlných intervalem𝑚-krát ročně odebı́rá výplatu 𝑎 Kč po dobu 𝑛 let, čıḿž je důchodový

účet zcela vybrán (anulován). Přitom klientovi z uložené částky průběžně přibývajı́ úroky.

Navı́c je možné zařı́dit, aby začátek vyplácenı́ byl pozdržen o 𝑘 let.

𝐷 . . . počátečnı́ stav důchodového účtu 𝑎 . . . vybı́raná konstantnı́ (stále stejná) částka

𝑖 . . . úroková sazba p. a. (desetin. č.: % , ) 𝑘 . . . doba odkladu (v celých letech – rocı́ch)

𝑚 . . . frekvence výběrů (počet) v jednom roce 𝑛 . . . doba vybı́ránı́ (v celých letech – rocı́ch)

𝜈 . . . diskont

𝐷0 =
𝑎

𝑖
⋅ [𝑚 + 0,5 ⋅ (𝑚 + 1) ⋅ 𝑖] ⋅ [1 − 𝜈𝑛] ⋅ 𝜈𝑘
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2.4. Úvěry

Popis produktu: Úvěrem (půjčkou, hypotékou) rozumı́me poskytnutı́ kapitálu ve výši 𝑈 Kč na

určenou dobu za odměnu. Uvažujme pouze přı́pad, kdy odměna je skryta ve výši úrokové

sazby a konstantnı́ (neměnné) splátky probı́hajı́ ve stejných intervalech, ve kterých banka

úročı́.

𝑈 . . . výše úvěru po splátkách 𝑖 . . . úroková sazba p. a. (desetin. č.: % , )

𝑛 . . . počet splátek 𝜈 . . . diskont

𝑎 . . . konstantnı́ (stále stejná) splátka (anuita); pouze poslednı́ splátka může být menšı́!

𝑎 =
𝑈 ⋅ 𝑖

1 − 𝜈

𝑈𝑟 = 𝑈0 ⋅ (1 + 𝑖)𝑟 +
𝑎

𝑖
⋅ [1 − (1 + 𝑖)𝑟]
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2.5. Příklady

Příklad 1. Vložím na konto 30 000 Kč u banky, která úročı́ každý měsı́c se sazbou 1,6% p. a. Jaký bude

stav konta za čtyři a půl roku?

Řešení 1. Nejprve podle popisů produktů určı́me, že se jedná o vklad. Pro tento produkt jsme použili

následujıćı́ označenı́:

𝑉 . . . jednorázový (termı́novaný) vklad 𝑖 . . . úroková sazba p. a. (desetin. č.: % , )

𝐾 . . . stav konta (zůstatek na účtu, jistina, kapitál) 𝑚 . . . počet úrokovacı́ch obdobı́ v jednom roce

𝑛 . . . počet celých let – roků uloženı́ 𝑧 . . . počet úrokovacı́ch obdobı́ nad celé roky

V našem přı́padě

(rozložı́me-li zadánı́):

Vložıḿ na konto 30 000 Kč …⟹ 𝑉 = 30000

… u banky, která úročı́ každý měsı́c …⟹𝑚 = 12

… se sazbou 1,6 % p. a. …⟹ 𝑖 = 0,016

… Jaký bude stav konta …⟹ 𝐾 = ?

… za čtyři …⟹ 𝑛 = 4

… a půl roku?⟹ 𝑧 = 6 (⇐ )

A po dosazenı́

𝐾 = 𝑉 ⋅ 1 +
𝑖

𝑚

⋅

= 30000 ⋅ 1 +
0,016

12

⋅

= 30000 ⋅ (1 + 0,001 333 333) =

= 30000 ⋅ (1,001 333 333) = 30000 ⋅ 1,074 603 788 = 32238,113 64

Za čtyři a půl roku budumít na kontě 32238,11 Kč.
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Příklad 2. Je pravdou, že připravidelnémměsıč́nı́m vkladu1100Kč budumı́t po šesti rocı́ch na kontě

alespoň 85 000 Kč, když banka garantuje úrokovou sazbu 2,3 % p. a.?

Řešení 2. Nejprve podle popisů produktů určı́me, že se jedná o spoření. Pro tento produkt jsme použili

následujıćı́ označenı́:

𝑆 . . . stav spořı́cı́ho účtu na konci spořenı́ 𝑎 . . . ukládaná konstantnı́ (stále stejná) částka

𝑖 . . . úroková sazba p. a. (desetin. č.: % , ) 𝑚 . . . frekvence vkladů (počet) v jednom roce

𝑛 . . . doba spořenı́ (v celých letech – rocı́ch)

V našem přı́padě

(rozložı́me-li zadánı́):

Je pravdou, že při pravidelném měsı́čnı́m …⟹𝑚 = 12

… vkladu 1 100 Kč …⟹ 𝑎 = 1100

… budu mı́t po šesti rocı́ch …⟹ 𝑛 = 6

… na kontě alespoň 85 000 Kč …⟹ 𝑆 = 85 000 a vı́c

… když banka garantuje úrokovou sazbu 2,3 % p. a.?⟹ 𝑖 = 0,023

A po dosazenı́

𝑆 =
𝑎

𝑖
⋅ [𝑚+0,5 ⋅ (𝑚+1) ⋅ 𝑖] ⋅ [(1+ 𝑖) −1] =

1100

0,023
⋅ [12+0,5 ⋅ (12+1) ⋅ 0,023] ⋅ [(1+0,023) −1] =

= 47826,086 96 ⋅ [12 + 0,5 ⋅ (13) ⋅ 0,023] ⋅ [(1,023) − 1] =

= 47826,086 96 ⋅ [12 + 0,149 5] ⋅ [1,146 182 576 − 1] =

= 47826,086 96 ⋅ [12,149 5] ⋅ [0,146 182 576] = 84941,292 52

Není to pravda, protože na kontě budu mı́t jen 84 941 Kč.
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Příklad 3. Je pravdou, že když nynı́ vložı́m jednorázově částku 100 000 Kč, budu mı́t za 16 roků pra-

videlný příspěvek k důchodu (tj. měsı́čně) 1 500 Kč po dobu 9 let, když banka garantuje úrokovou

sazbu 2,4 % p. a.?

Řešení 3. Nejprve podle popisů produktů určı́me, že se jedná o důchod. Pro tento produkt jsme použili

následujıćı́ označenı́:

𝐷 . . . počátečnı́ stav důchodového účtu 𝑎 . . . vybı́raná konstantnı́ (stále stejná) částka

𝑖 . . . úroková sazba p. a. (desetin. č.: % , ) 𝑘 . . . doba odkladu (v celých letech – rocı́ch)

𝑚 . . . frekvence výběrů (počet) v jednom roce 𝑛 . . . doba vybı́ránı́ (v celých letech – rocı́ch)

𝜈 . . . diskont

V našem přı́padě:
… vložı́m jednorázově částku 100 000 Kč …⟹𝐷 = 100000

… budu mı́t za 16 roků …⟹ 𝑘 = 16

… pravidelný přı́spěvek k důchodu (tj. měsı́čně) …⟹ 𝑚 = 12

… 1500 Kč …⟹ 𝑎 = 1500

… po dobu 9 let …⟹ 𝑛 = 9

… když banka garantuje úrokovou sazbu 2,4 % p. a.?⟹ 𝑖 = 0,024

Po dosazenı́ do vzorce zjistı́me potřebnou částku𝐷 a jestli námi vložená částka𝐷 pokryje požadav-

ky. Nejdřıv́e ovšem musı́me určit hodnotu diskontu 𝜈 = =
,

= 0,976 562 5 . Potom

𝐷 =
𝑎

𝑖
⋅ [𝑚 + 0,5 ⋅ (𝑚 + 1) ⋅ 𝑖] ⋅ [1 − 𝜈 ] ⋅ 𝜈 =

=
1500

0, 024
⋅ [12 + 0,5 ⋅ (12 + 1) ⋅ 0, 024] ⋅ [1 − 0,976 562 5 ] ⋅ 0,976 562 5 =

⋅[ , ⋅( )⋅ , ]⋅[ , ]⋅ , ⋅[ , ]⋅[ , ]⋅ ,

⋅[ , ]⋅[ , ]⋅ , = 99916,985 26

Když 𝐷 = 99916,985 26 , pak 𝐷 − 𝐷 = 100000 − 99916,985 ≐ 83 a proto řekneme:

Je to pravda, protože na kontě mi zůstane ještě 83 Kč.
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Příklad 4. Stačı́ mi 3 ročnı́ splátky po 11 000 Kč na splacenı́ celého úvěru ve výši 30 000 Kč u banky,

která úročı́ se sazbou 5 % p. a.?

Řešení 4. Nejprve podle popisů produktů určı́me, že se jedná o úvěr. Pro tento produkt jsme použili

následujıćı́ označenı́:

𝑈 . . . výše úvěru po splátkách 𝑖 . . . úroková sazba p. a. (desetin. č.: % , )

𝑛 . . . počet splátek 𝜈 . . . diskont

𝑎 . . . konstantnı́ (stále stejná) splátka (anuita); pouze poslednı́ splátka může být v „reálu“ menšı́!

V našem přı́padě

(rozložı́me-li zadánı́):

Stačı́ mi 3 ročnı́ splátky …⟹ 𝑛 = 3

… po 11 000 Kč …⟹ 𝑎 = 11000

… na splacenı́ celého úvěru ve výši 30 000 Kč …⟹𝑈 = 30000

… u banky, která úročı́ se sazbou 5 % p. a.?⟹ 𝑖 = 0,05

A po dosazenı́

𝑈 = 𝑈 ⋅ (1+ 𝑖) +
𝑎

𝑖
⋅ [1− (1+ 𝑖) ] ⟹ 𝑈 = 30000 ⋅ (1+ 0, 05) +

11000

0, 05
⋅ [1− (1+0, 05) ] =

= 30000 ⋅ (1, 05) + 220000 ⋅ [1 − (1, 05) ] = 30 000 ⋅ 1,157 625 + 220000 ⋅ [1 − 1,157 625] =

= 34728,75 + 220000 ⋅ [−0,157 625] = 34728,75 − 34677,5 = 51,25

Pro splacení celého úvěru mi bude chybět 51 Kč.
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Pokud bychom chtěli sestavit splátkový kalendář, který popisuje stav úvěrového účtu po jednotlivých

splátkách, je nejlepšı́ vše zapisovat do tabulky.

Označenı́ měny vynecháme a výpočty budeme zaokrouhlovat na haléře (setiny koruny).

stav úvěru
anuita úrok 5 % úmor

30000,00

stav po 1. splátce 11 000,00 1 500,00 9 500,00 20 500,00

stav po 2. splátce 11 000,00 1 025,00 9 975,00 10 525,00

stav po 3. splátce 11 000,00 526,25 10 473,75 51,25

∑ 3051,25

Při takto nastavených podmı́nkách úvěru zaplatı́me na úrocı́ch 3 051,25 Kč a ještě úvěr nebude zcela

splacený.
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