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Operace s maticemi
Podobně jako s čı́sly zavádı́me i s maticemi početnı́ operace s přı́slušnými pravidly.

Rovnost matic: A = B Dvě matice A = (𝑎𝑖,𝑗) , B = (𝑏𝑖,𝑗) téhož typu (𝑚, 𝑛)
jsou si rovny (pı́šeme A = B), právě když platı́: 𝑎𝑖,𝑗 = 𝑏𝑖,𝑗 , 𝑖 = 1, 2, … ,𝑚 ; 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛 ,
nebo‑li 𝑎𝑖,𝑗 = 𝑏𝑖,𝑗 ; ∀ 𝑖, 𝑗.

Symbol ∀𝑖, 𝑗 čteme pro každé i, j.
Z této de inice a ze známých vlastnostı́ reálných čı́sel vyplývajı́ tyto vlastnosti ¹ rovnosti matic:
1. A = A re lexivnost
2. A = B⇒ B = A symetrie
3. A = B ∧ B = C ⇒ A = C tranzitivnost

Každá rovnostmezimaticemi je stručnýmzápisemprávě jedné soustavy rovnostı́ mezi přı́slušnými
prvky (čı́sly). Napřı́klad:

𝑥1
𝑥2
𝑥3

=
1 + 𝑡
𝑡

3 − 4𝑡
⟺

𝑥1 = 1 + 𝑡
𝑥2 = 𝑡
𝑥3 = 3 − 4𝑡

¹ Relace, která je re lexivnı́, symetrická a tranzitivnı́, se nazývá ekvivalence.
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Součin matice s číslem: k . A je matice stejného typu jako násobená matice, jejı́ž všechny
prvky jsou tı́mto čı́slem násobeny.

Napřı́klad

(−2) ⋅ 1 −3 6
2 1 0 = (−2) ⋅ 1 (−2) ⋅ (−3) (−2) ⋅ 6

(−2) ⋅ 2 (−2) ⋅ 1 (−2) ⋅ 0 = −2 6 −12
−4 −2 0

Součet a rozdíl matic: A + B , A− B . Součtemmatic A = (𝑎𝑖,𝑗) , B = (𝑏𝑖,𝑗) téhož
typu (𝑚, 𝑛) rozumı́me matici C = (𝑐𝑖,𝑗) stejného typu, jejı́ž prvky jsou:
𝑐𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖,𝑗 + 𝑏𝑖,𝑗 , ∀𝑖, 𝑗 (pı́šeme: C = A + B ).

Analogicky rozdílem matic A a B téhož typu rozumı́me matici C = A − B , pro kterou
platı́: 𝑐𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖,𝑗−𝑏𝑖,𝑗 , ∀𝑖, 𝑗 . Jinak řečeno: rozdı́l dvoumatic určı́me jako součet těchtomatic, z nichž
druhá je vynásobena čı́slem –1.

Napřı́klad
1 2 3
3 1 −5 + −1 −2 3

2 5 −3 = 0 0 6
5 6 −8
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Z uvedených de inic a ze známých vlastnostı́ reálných čı́sel vyplývajı́ následujı́cı́ vlastnosti ² pro
libovolné matice A, B, C téhož typu a libovolná čı́sla 𝑘, 𝑘1, 𝑘2 :

• pro sčı́tánı́ matic (kde 0 je nulová matice stejného typu jako matice A )
1. A + B = B + A komutativnı́ zákon
2. A + (B + C) = (A + B) + C asociativnı́ zákon pro součet matic
3. A + 0 = 0 + A = A
4. ∀A ∃(–A) ∶ A+ (–A) = (–A) + A = 0

Vztah č.4 čteme: Ke každé ( ∀ )maticiA existuje ( ∃ )matice, kterou nazývámematicı́ opačnou
k matici A a označujeme –A , pro kterou platı́ ( : ), že jejich součet je nulová matice ( 0 ).

• pro násobenı́ matic čı́slem:
5. 1 ⋅ A = A
6. 𝑘1 ⋅ (𝑘2 ⋅ A) = (𝑘1𝑘2) ⋅ A asociativnı́ zákon pro násobenı́ matice čı́slem
7. (𝑘1 + 𝑘2) ⋅ A = 𝑘1 ⋅ A+ 𝑘2 ⋅ A distributivnı́ zákony pro
8. 𝑘(A+ B) = 𝑘 ⋅ A+ 𝑘 ⋅ B násobenı́ matice čı́slem

² Struktura vyhovujı́cı́ požadavkům 1.– 4. se nazývá komutativní grupa vzhledem ke sčítání.
Struktura vyhovujı́cı́ všem požadavkům 1.– 8. se nazývá vektorový prostor.
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Rešme soustavu dvou lineárnı́ch rovnic o dvou neznámých, kterou požadujeme zapsat symbolicky,
kde A je matice koe icientů, X je (sloupcová) matice neznámých a B matice pravých stran.

A • X = B ⟹ 𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22 • 𝑥

𝑦 = 𝑏1
𝑏2

𝑎11𝑥 + 𝑎12𝑦 = 𝑏1
𝑎21𝑥 + 𝑎22𝑦 = 𝑏2

Nynı́ de inujme násobenı́ matic (matice koe icientů krát matice neznámých) tak, abychom obdrželi
levé strany rovnic zadaného systému.
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levé strany rovnic zadaného systému.
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Násobení matic: A • B . Součinem matice A = (𝑎𝑖,𝑗)𝑛𝑚 a matice B = (𝑏𝑖,𝑗)𝑝𝑛 v da‑

ném pořadí je matice C = (𝑐𝑖,𝑗)𝑝𝑚 , pro jejı́ž prvky platı́: 𝑐𝑖𝑗 =
𝑛
∑
𝑘=1

𝑎𝑖,𝑘 ⋅ 𝑏𝑘,𝑗 pro každé
𝑖 = 1, 2, … ,𝑚 , 𝑗 = 1, 2, … , 𝑝 .

De inice řı́ká, že chceme‑li určit prvek součinu dvou matic c𝑖,𝑗 , musı́me každý člen i. řádku
první matice (vlevo – levý index) vynásobit členem j. sloupce druhématice (vpravo – pravý index)
se stejným pořadím ( prvnı×́prvnı́ + druhý×druhý + …+ poslednı×́poslednı́ ) a tyto součiny sečíst.

Přı́klad násobenı́ dvou matic: 1 2
4 5 • 𝑥

𝑦 = 𝑥 + 2𝑦
4𝑥 + 5𝑦

Pomůžeme si napřı́klad takto zapsaným postupem:
𝑥 𝑦

1 2
4 5

𝑥 + 2𝑦
4𝑥 + 5𝑦
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Jsou dány matice A = 3 1 −2 4
2 1 0 −1 a B =

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3
−1 2
2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦
.

Určete A • B a B • A .

Řešení:

A • B = 3 1 −2 4
2 1 0 −1 •

⎡
⎢
⎢
⎣

1 3
−1 2
2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦
= −10 5

3 10

(3)⋅(1)+(1)⋅(−1)+(−2)⋅(2)+(4)⋅(−2) (3)⋅(3)+(1)⋅(2)+(−2)⋅(−1)+(4)⋅(−2)
(2)⋅(1)+(1)⋅(−1)+(0)⋅(2)+(−1)⋅(−2) (2)⋅(3)+(1)⋅(2)+(0)⋅(−1)+(−1)⋅(−2)
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B • A =
⎡
⎢
⎢
⎣

1 3
−1 2
2 −1

−2 −2

⎤
⎥
⎥
⎦
• 3 1 −2 4

2 1 0 −1 =
⎡
⎢
⎢
⎣

9 4 −2 1
1 1 2 −6
4 1 −4 9

−10 −4 4 −6

⎤
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎣

(1)⋅(3)+(3)⋅(2) (1)⋅(1)+(3)⋅(1) (1)⋅(−2)+(3)⋅(0) (1)⋅(4)+(3)⋅(−1)
(−1)⋅(3)+(2)⋅(2) (−1)⋅(1)+(2)⋅(1) (−1)⋅(−2)+(2)⋅(0) (−1)⋅(4)+(2)⋅(−1)
(2)⋅(3)+(−1)⋅(2) (2)⋅(1)+(−1)⋅(1) (2)⋅(−2)+(−1)⋅(0) (2)⋅(4)+(−1)⋅(−1)
(−2)⋅(3)+(−2)⋅(2) (−2)⋅(1)+(−2)⋅(1) (−2)⋅(−2)+(−2)⋅(0) (−2)⋅(4)+(−2)⋅(−1)

⎤
⎥
⎥
⎦
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1. Již z uvedeného přı́kladu vidı́me, že pro násobenı́ matic obecně neplatı́ komutativnı́ zákon
(o záměně činitelů).
Matice A je typu (2, 4) , matice B je typu (4, 2) . Proto:

• prvnı́ vypočı́taný součin A • B je typu (2, 4 )( 4 , 2) = (2, 2) ,
• kdežto druhý vypočı́taný součin B • A je typu (4, 2 )( 2 , 4) = (4, 4) .

2. Je‑li napřı́klad A typu (2, 4) amatice B je typu (4, 5) , pak součin A•B exis‑
tuje a je to matice typu (2, 4 )( 4 , 5) = (2, 5) , kdežto součin B •A vůbec nenı́ de inován
(neexistuje).

3. Násobení matic tedy nemá naprosto stejné vlastnosti, jako násobení čísel.
Dalšı́ odlišnosti si ukážeme ve cvičenı́ k této kapitole.

4. Jsou‑li matice A , 0 (nulová) a E (jednotková) čtvercové matice stejného řádu,

platı́:
A • 0 = 0 • A = 0 a A • E = E • A = A ,

jak snadno zjistı́me vynásobenı́m.
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Vlastnosti násobení matic
Násobenı́ matic dává poněkud odlišné výsledky, než které dostáváme při násobenı́ čı́sel, jak bylo nazna‑
čeno v předchozı́ poznámce.
Nechť A , B a C jsou matice a k čı́slo. Potom:

1. Obecně neplatí komutativní zákon o záměně činitelů. Tedy nelze předpokládat (viz prvnı́ a druhý bod
předchozı́ poznámky), že vždy platı́ A • B = B • A . Toto funguje pouze u čtvercových matic.
A navı́c pouze u některých. Tyto pak nazveme zaměnitelné.
Spı́še platı́: A • B ≠ B • A

2. Z rovnosti A • B = 0 nemůžeme usuzovat, že A = 0 nebo B = 0 . Pokud součin dvou
matic je roven nulové matici, nutně z toho neplyne, že alespoň jedna z nich je také nulová, jak je
ukázáno v přı́kladech 2. a) a 6.

3. Z rovnosti A2 = A nemůžeme usuzovat, že A = E nebo A = 0 , jak je ukázáno v přı́kla‑
du 2. b) i když řešenı́m kvadratické rovnice 𝑥2 = 𝑥 je právě jednička a nula.

4. Při násobení matic nelze krátit, jak je ukázáno v přı́kladu 4.

5. (A • B) • C = A • (B • C) asociativnı́ zákon (o sdružovánı́ činitelů).

6. 𝑘 ⋅ (A • B) = (𝑘 ⋅ A) • B = A • (𝑘 ⋅ B) asociativnı́ zákon pro násobenı́ součinu matic čı́slem.

7. (A+ B) • C = A • C + B • C distributivnı́ zákon, kdy závorka je vlevo.

8. A • (B+ C) = A • B+ A • C distributivnı́ zákon, kdy závorka je vpravo.
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Cvičení

1. Jsou dány matice A = 2 1 4
−2 0 6 , B = −4 2 6

0 3 6 .

Vypočtěte 2 ⋅ A− B a −1
2 ⋅ A+ 3 ⋅ B.

Řešení:
2 ⋅ A− B = 2 ⋅ 2 1 4

−2 0 6 − −4 2 6
0 3 6 =

= 4 2 8
−4 0 12 + 4 −2 −6

0 −3 −6 = 8 0 2
−4 −3 6

−1
2 ⋅ A+ 3 ⋅ B = −1

2 ⋅ 2 1 4
−2 0 6 + 3 ⋅ −4 2 6

0 3 6 =

= −1 −1
2 −2

1 0 −3 + −12 6 18
0 9 18 = −13 11

2 16
1 9 15
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2. Jsou dány matice A = 1 2
3 1 , B = 7 4

6 7 Určete A•B a B•A .

Řešení:

A • B = 1 2
3 1 • 7 4

6 7 = 19 18
27 19

B • A = 7 4
6 7 • 1 2

3 1 = 19 18
27 19

A • B = B • A ⟹ Matice A a B jsou zaměnitelné.
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3. Jsou dány matice A = 1 0
0 0 , B = 0 0

1 2 . Vypočtěte: a) A • B
b) A2

Řešení a)
A • B = 1 0

0 0 • 0 0
1 2 = 0 0

0 0 = 0

Z rovnosti A • B = 0 nevyplývá, že by alespoň jedna z matic A nebo B musela
být nulová. Nebo jinak: součinem dvou nenulových matic může být nulová matice.

Řešení b)
A2 = A • A = 1 0

0 0 • 1 0
0 0 = 1 0

0 0 = A

Z rovnosti A • A = A ( A2 = A ) nevyplývá, že by matice A musela být jednotková
nebo nulová.
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4. Jsou dány matice A = 0 1
0 2 , B = 5 1

3 1 , C = 2 2
3 1 . Vypočtěte A • B a A • C .

Řešení:

A • B = 0 1
0 2 • 5 1

3 1 = 3 1
6 2

A • C = 0 1
0 2 • 2 2

3 1 = 3 1
6 2

Z rovnosti A • B = A • C nelze činit závěr, že B = C . Při násobení matic proto
nemůžeme krátit.
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5. Jsou dány matice A = 2 1 1
3 0 1 , B =

3 1
2 1
1 0

Vypočtěte A • B .

Řešení: A • B = 2 1 1
3 0 1 •

3 1
2 1
1 0

= 2.3 + 1.2 + 1.1 2.1 + 1.1 + 1.0
3.3 + 0.2 + 1.1 3.1 + 0.1 + 1.0 = 9 3

10 3

6. Jsou dány matice C =
1 2 3
2 4 6
3 6 9

, D =
−1 −2 −4
−1 −2 −4
1 2 4

Vypočtěte C • D .

Řešení: C • D =
1 2 3
2 4 6
3 6 9

•
−1 −2 −4
−1 −2 −4
1 2 4

=
0 0 0
0 0 0
0 0 0
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7. Je dána matice A = 3 2
−4 −2 Vypočtěte A5 .

Řešení: A5 = A • A • A • A • A = (A • A) • {(A • A) • A} =

= 3 2
−4 −2 • 3 2

−4 −2 • 1 2
−4 −4 • 3 2

−4 −2 =

= 1 2
−4 −4 • −5 −2

4 0 = 3 −2
4 8

8. Jsou dány matice B =
1 2 1
2 1 2
1 2 3

, C =
4 1 1

−4 2 0
1 2 1

Vypočtěte B • C − C • B .

Řešení: B • C − C • B =
1 2 1
2 1 2
1 2 3

•
4 1 1

−4 2 0
1 2 1

−
4 1 1

−4 2 0
1 2 1

•
1 2 1
2 1 2
1 2 3

=

=
−3 7 2
6 8 4

−1 11 4
−

7 11 9
0 −6 0
6 6 8

=
−10 −4 −7

6 14 4
−7 5 −4
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