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Spojitá reálná funkce dvou reálných proměnných nabývá svých absolutnı́ch extrémů
na uzavřené (obsahuje všechny své hraničnı́ body – podobně jako uzavřený interval ob‑
sahuje oba hraničnı́ body) a ohraničené (dá se jı́ opsat 𝑛−úhelnı́k) rovinné oblasti (kom‑
paktnı́ množině) ℳ (viz strana 53 skript – Tryhuk, V., Dlouhý, O.Matematika I – Diferen‑
ciální počet funkcí více reálných proměnných. 1. vydánı́. Brno : Akademické nakladatelstvı́
CERM, s. r. o., 2004. 85 s. ISBN 80–214–2776–0)

buď
• v bodech lokálnı́ho extrému ležı́cı́ch uvnitř ℳ

nebo
• v některém bodě na hranici ℳ .

1. Určete globální (absolutní) extrémy, tedy
největší a nejmenší hodnotu funkce:

𝑓(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑧 = 𝑥𝑦 − 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑥 + 𝑦

v trojúhelnı́ku tvořeném souřadnými osami
a přı́mkou 𝑝 ∶ 𝑥 + 𝑦 = 4 .

𝑥1 2 3 4

𝑦

1

2

3

4 𝑌

𝑂
𝑋

𝑥 = 0

𝑦 = 0

𝑝 ∶ 𝑥 + 𝑦 = 4

1. Definiční obor funkce 𝒟(𝑧): 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
Výše zmı́něnámnožina ℳ (uzavřená ohraničená rovinná oblast) je trojúhelnı́k Δ𝑂𝑋𝑌,

kde 𝑂 = [0 ; 0] je počátek soustavy souřadnic. Tedy

ℳ = {[𝑥 ; 𝑦] ∈ ℝ2 ∶ 𝑥 ≥ 0 , 𝑦 ≥ 0 , 𝑥 + 𝑦 ≤ 4}

2. Určíme první parciální derivace funkce 𝑧 a položíme je rovny nule, protože lokálnı́
extrém může nastat pouze v bodech,

• kde se 1. parciálnı́ derivace rovnajı́ nule
nebo

• kde 1. parciálnı́ derivace neexistujı́.

𝑧𝑥 = 𝑦 − 2𝑥 + 1 = 0 | ⋅ 2
𝑧𝑦 = 𝑥 − 2𝑦 + 1 = 0

−3𝑥 + 3 = 0
𝑥 = 1 𝑦 = 1

A protože 𝒟(𝑧𝑥) = ℝ a 𝒟(𝑧𝑦) = ℝ , našli jsme jediný bod 𝐴 = [1 ; 1] ∈ ℳ (ležı́cı́
uvnitř zadaného trojúhelnı́ka), ve kterémbymohl nastat lokálnı́ extrém. A tedy i přı́padně
globálnı́ extrém.
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3. Vyšetříme situaci na hranici. Nejdřıv́e na úsečce 𝑦 = 0; 𝑥 ∈ ⟨0 ; 4⟩ . Ta je ohra‑
ničena body 𝑂 a 𝑋 . Po dosazenı́ dostáváme funkci jedné proměnné, jejı́ž extrémy jsme
studovali v prvnı́m semestru.

𝑓(𝑥, 𝑦 = 0) ∶ 𝑧 = 𝑥 ⋅ 0 − 𝑥2 − 02 + 𝑥 + 0
𝑧 = −𝑥2 + 𝑥

𝒟(𝑧′) = ℝ; 𝑧′ =−2𝑥 + 1 = 0

𝑥 = 1
2

Amámedalšı́ bod 𝐵 = ቂ12 ; 0ቃ ∈ ℳ (ležı́cı́ na vodorovné odvěsně zadaného trojúhelnı́ka),
ve kterém by mohl nastat lokálnı́ extrém. A tedy i přı́padně globálnı́ extrém.

4. Hraniční úsečka 𝑥 + 𝑦 − 4 = 0 je ohraničena body 𝑋 a 𝑌 .
𝑓(𝑥, 𝑦 = 4 − 𝑥) ∶ 𝑧 = 𝑥 ⋅ (4 − 𝑥) − 𝑥2 − (4 − 𝑥)2 + 𝑥 + (4 − 𝑥)

𝑧 = 4𝑥 − 𝑥2 − 𝑥2 − (16 − 8𝑥 + 𝑥2) + 𝑥 + 4 − 𝑥
𝑧 = −3𝑥2 + 12𝑥 − 12

𝒟(𝑧′) = ℝ; 𝑧′ =−6𝑥 + 12 = 0
𝑥 = 2

Amáme dalšı́ bod 𝐶 = [2 ; 2] ∈ ℳ (ležı́cı́ na přeponě zadaného trojúhelnı́ka), ve kterém
by mohl nastat lokálnı́ extrém. A tedy i přı́padně globálnı́ extrém.

5. Hraniční úsečka 𝑥 = 0; 𝑦 ∈ ⟨0 ; 4⟩ je ohraničena body 𝑂 a 𝑌 .
𝑓(𝑥 = 0, 𝑦) ∶ 𝑧 = 0 ⋅ 𝑦 − 02 − 𝑦2 + 0 + 𝑦

𝑧 = −𝑦2 + 𝑦
𝒟(𝑧′) = ℝ; 𝑧′ =−2𝑦 + 1 = 0

𝑦 = 1
2

A máme dalšı́ bod 𝐷 = ቂ0 ; 12ቃ ∈ ℳ (ležı́cı́ na svislé odvěsně zadaného trojúhelnı́ka),
ve kterém by mohl nastat lokálnı́ extrém. A tedy i přı́padně globálnı́ extrém.

6. V každém bodě podezřelém z extrému (jsou značeny červeně) určı́me funkčnı́
hodnotu a najdeme extrémnı́ z nich.

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 − 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑥 + 𝑦

𝐴 = [1 ; 1] 𝑓(𝐴) = 1 − 1 − 1 + 1 + 1 = 1 globálnı́ maximum v 𝐴

𝐵 = ቂ12 ; 0ቃ 𝑓(𝐵) = 0 − 1
4 − 0 + 1

2 + 0 = 1
4

𝐶 = [2 ; 2] 𝑓(𝐶) = 4 − 4 − 4 + 2 + 2 = 0
𝐷 = ቂ0 ; 12ቃ 𝑓(𝐷) = 0 − 0 − 1

4 + 0 + 1
2 =

1
4

𝑂 = [0 ; 0] 𝑓(𝑂) = 0 − 0 − 0 + 0 + 0 = 0
𝑋 = [4 ; 0] 𝑓(𝑋) = 0 − 16 − 0 + 4 + 0 = −12 globálnı́ minimum v 𝑋
𝑌 = [0 ; 4] 𝑓(𝑌) = 0 − 0 − 16 + 0 + 4 = −12 globálnı́ minimum v 𝑌
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2. Určete globální extrémy funkce: 𝑓(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑧 = ൫2𝑥2 + 3𝑦2൯ ⋅ e−𝑥2−𝑦2

na množiněℳ = {[𝑥 ; 𝑦] ∈ ℝ2 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4}

1. Definiční obor funkce 𝒟(𝑧): 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ což také pı́šeme 𝒟(𝑧) = ℝ2 .
Výše zmı́něná množina ℳ (uzavřená ohraničená rovinná oblast) je kruh se středem

v počátku soustavy souřadnic a poloměrem 2.

2. Určíme první parciální derivace funkce 𝑧 a položíme je rovny nule, abychom našli
stacionárnı́ body a tı́m i přı́padné lokálnı́ extrémy.
𝒟(𝑧𝑥) = ℝ2 𝑧𝑥 = 4𝑥 ⋅ e−𝑥2−𝑦2 + (2𝑥2 + 3𝑦2)e−𝑥2−𝑦2 ⋅ (−2𝑥) = 0
𝒟(𝑧𝑦) = ℝ2 𝑧𝑦 = 6𝑦 ⋅ e−𝑥2−𝑦2 + (2𝑥2 + 3𝑦2)e−𝑥2−𝑦2 ⋅ (−2𝑦) = 0

2𝑥 ⋅ e−𝑥2−𝑦2 ⋅ (2 − 2𝑥2 − 3𝑦2) = 0 | ∶ e−𝑥2−𝑦2(≠ 0)
2𝑦 ⋅ e−𝑥2−𝑦2 ⋅ (3 − 2𝑥2 − 3𝑦2) = 0 | ∶ e−𝑥2−𝑦2

2𝑥 ⋅ (2 − 2𝑥2 − 3𝑦2) = 0
2𝑦 ⋅ (3 − 2𝑥2 − 3𝑦2) = 0

Součin činitelů se rovná nule, … Tı́m se řešenı́ poslednı́ soustavy rozpadnena čtyři
části:

2.1. 2𝑥 = 0 ∧ 2𝑦 = 0 ⇒ Našli jsme prvnı́ bod 𝐴 = [0 ; 0] ∈ ℳ (ležı́cı́ uvnitř za‑
daného kruhu), ve kterém bymohl nastat lokálnı́ extrém. A tedy i přı́padně globálnı́
extrém.

2.2. 2𝑥 = 0 ∧ 3 − 2𝑥2 − 3𝑦2 = 0 ⇒ 3 − 2 ⋅ 02 − 3𝑦2 = 0
𝑦2 = 1
𝑦1;2 =±1

Našli jsme dalšı́ body 𝐵 = [0 ; 1] ∈ ℳ a 𝐶 = [0 ;−1] ∈ ℳ …

2.3. 2 − 2𝑥2 − 3𝑦2 = 0 ∧ 2𝑦 = 0 ⇒ 2 − 2𝑥2 − 3 ⋅ 02 = 0
𝑥2 = 1
𝑥1;2 =±1

Našli jsme dalšı́ body 𝐷 = [1 ; 0] ∈ ℳ a 𝐸 = [−1 ; 0] ∈ ℳ …

2.4. 2 − 2𝑥2 − 3𝑦2 = 0 ∧ 3 − 2𝑥2 − 3𝑦2 = 0 ⇒ −3𝑦2 = 2𝑥2 − 3
2 − 2𝑥2 + (2𝑥2 − 3ᇣᇧᇤᇧᇥ

−3𝑦2
) = 0 kterážto rovnice nemá řešenı́ pro žádné 𝑥 .

3. Vyšetříme situaci na hraniční kružnici 𝑥2+𝑦2 = 4 , kterou si rozdělı́me na 2 části
(polokružnice), protože kružnice nenı́ grafem funkce.
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3.1. Polokružnice 𝑦 = √4 − 𝑥2 ∧ 𝑥 ∈ ⟨−2 ; 2⟩ je ohraničena 𝐹 = [−2 ; 0] a 𝐺 = [2 ; 0]

𝑓(𝑥, 𝑦 = √4 − 𝑥2) ∶ 𝑧 = ൣ2𝑥2 + 3 ൫4 − 𝑥2൯൧ ⋅ e−𝑥2−൫4−𝑥2൯

𝑧 = ൫𝑥2 + 12൯ ⋅ e−4
𝒟(𝑧′) = ℝ 𝑧′ = 2𝑥 ⋅ e−4 = 0 ⇒ 𝑥 = 0

Našli jsme dalšı́ bod 𝐻 = [0 ; 2] .

3.2. Polokružnice 𝑦 = −√4 − 𝑥2 ∧ 𝑥 ∈ ⟨−2 ; 2⟩ je také ohraničena body 𝐹 a 𝐺 .

𝑓(𝑥, 𝑦 = −√4 − 𝑥2) ∶ 𝑧 = ൣ2𝑥2 + 3 ൫4 − 𝑥2൯൧ ⋅ e−𝑥2−൫4−𝑥2൯

𝑧 = ൫𝑥2 + 12൯ ⋅ e−4
𝒟(𝑧′) = ℝ 𝑧′ = 2𝑥 ⋅ e−4 = 0 ⇒ 𝑥 = 0

Našli jsme dalšı́ bod 𝐽 = [0 ;−2] .

Všechny červeně označené body jsou jediné, ve kterých může nastat globálnı́ extrém.

4. V každém bodě podezřelém z extrému určı́me funkčnı́ hodnotu a najdeme extrémnı́
z nich.

𝑓(𝑥, 𝑦) = ൫2𝑥2 + 3𝑦2൯ ⋅ e−𝑥2−𝑦2

𝐴 = [0 ; 0] 𝑓(𝐴) = ൣ2 ⋅ (0)2 + 3 ⋅ (0)2൧ ⋅ e−(0)2−(0)2 = 0 globálnı́ minimum v 𝐴

𝐵 = [0 ; 1] 𝑓(𝐵) = ൣ2 ⋅ (0)2 + 3 ⋅ (1)2൧ ⋅ e−(0)2−(1)2 = 3e−1 ≐ 1, 1 globálnı́ maximum v 𝐵

𝐶 = [0 ;−1] 𝑓(𝐶) = ൣ2 ⋅ (0)2 + 3 ⋅ (−1)2൧ ⋅ e−(0)2−(−1)2 = 3e−1 globálnı́ maximum v 𝐶

𝐷 = [1 ; 0] 𝑓(𝐷) = ൣ2 ⋅ (1)2 + 3 ⋅ (0)2൧ ⋅ e−(1)2−(0)2 = 2e−1

𝐸 = [−1 ; 0] 𝑓(𝐸) = ൣ2 ⋅ (−1)2 + 3 ⋅ (0)2൧ ⋅ e−(−1)2−(0)2 = 2e−1

𝐹 = [−2 ; 0] 𝑓(𝐹) = ൣ2 ⋅ (−2)2 + 3 ⋅ (0)2൧ ⋅ e−(−2)2−(0)2 = 8e−4 ≐ 0, 1

𝐺 = [2 ; 0] 𝑓(𝐺) = ൣ2 ⋅ (2)2 + 3 ⋅ (0)2൧ ⋅ e−(2)2−(0)2 = 8e−4

𝐻 = [0 ; 2] 𝑓(𝐻) = ൣ2 ⋅ (0)2 + 3 ⋅ (2)2൧ ⋅ e−(0)2−(2)2 = 12e−4 ≐ 0, 2

𝐽 = [0 ;−2] 𝑓(𝐽) = ൣ2 ⋅ (0)2 + 3 ⋅ (−2)2൧ ⋅ e−(0)2−(−2)2 = 12e−4
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3. Určete globální extrémy funkce: 𝑓(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑧 = 𝑥 − 𝑦
na množiněℳ = {[𝑥 ; 𝑦] ∈ ℝ2 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1}

1. Definiční obor funkce 𝒟(𝑧) = ℝ2

Výše zmı́něná množina ℳ (uzavřená ohraničená rovinná oblast) je kruh se středem
v počátku soustavy souřadnic a poloměrem 1.

2. Určíme první parciální derivace funkce 𝑧 a …
𝒟(𝑧𝑥) = ℝ2 𝑧𝑥 = 1 ≠ 0
𝒟(𝑧𝑦) = ℝ2 𝑧𝑦 = −1 ≠ 0

3. Vyšetříme situaci na hraniční kružnici 𝑥2 + 𝑦2 = 1 , kterou si rozdělı́me.
3.1. Polokružnice 𝑦 = √1 − 𝑥2 ∧ 𝑥 ∈ ⟨−1 ; 1⟩ je ohraničena 𝐴 = [−1 ; 0] a 𝐵 = [1 ; 0]

𝑓(𝑥, 𝑦 = √1 − 𝑥2) ∶ 𝑧 = 𝑥 − √1 − 𝑥2 = 𝑥 − ൫1 − 𝑥2൯
1
2

𝒟(𝑧′) = ℝ 𝑧′ = 1 − 1
2 ⋅

1
√1−𝑥2 ⋅ (−2𝑥) = 0

𝑥
√1−𝑥2 =−1 |2

𝑥2
1−𝑥2 = 1
𝑥2 = 1 − 𝑥2
2𝑥2 = 1

𝑥2 = 1
2

𝑥1;2 =±ට1
2 = ± 1

√2 = ±√2
2

Našli jsme dalšı́ dva body 𝐶 = ቂ 1
√2 ;

1
√2ቃ a 𝐷 = ቂ− 1

√2 ;
1
√2ቃ .

3.2. Polokružnice 𝑦 = −√1 − 𝑥2 ∧ 𝑥 ∈ ⟨−1 ; 1⟩ je také ohraničena body 𝐴 a 𝐵 .

𝑓(𝑥, 𝑦 = −√1 − 𝑥2) ∶ 𝑧 = 𝑥 − ቀ−√1 − 𝑥2ቁ = 𝑥 + ൫1 − 𝑥2൯
1
2

𝒟(𝑧′) = ℝ 𝑧′ = 1 + 1
2 ⋅

1
√1−𝑥2 ⋅ (−2𝑥) = 0

𝑥
√1−𝑥2 = 1 |2

𝑥2
1−𝑥2 = 1
𝑥2 = 1 − 𝑥2
2𝑥2 = 1

𝑥2 = 1
2

𝑥1;2 =±ට1
2 = ± 1

√2 = ±√2
2
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Našli jsme dalšı́ dva body 𝐸 = ቂ 1
√2 ; −

1
√2ቃ a 𝐹 = ቂ− 1

√2 ; −
1
√2ቃ .

Všechny červeně označené body jsou jediné, ve kterých může nastat globálnı́ extrém.

4. V každém bodě podezřelém z extrému určı́me funkčnı́ hodnotu a …

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑦

𝐴 = [−1 ; 0] 𝑓(𝐴) = −1 − 0 = −1
𝐵 = [1 ; 0] 𝑓(𝐵) = 1 − 0 = 1

𝐶 = ቂ 1
√2 ;

1
√2ቃ 𝑓(𝐶) = 1

√2 −
1
√2 = 0

𝐷 = ቂ− 1
√2 ;

1
√2ቃ 𝑓(𝐷) = − 1

√2 −
1
√2 = − 2

√2 = −√2 globálnı́ minimum

𝐸 = ቂ 1
√2 ; −

1
√2ቃ 𝑓(𝐸) = 1

√2 +
1
√2 = √2 ≐ 1, 4 globálnı́ maximum

𝐹 = ቂ− 1
√2 ; −

1
√2ቃ 𝑓(𝐹) = − 1

√2 +
1
√2 = 0

4. Určete globální extrémy funkce: 𝑓(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑧 = 𝑥2 − 4𝑥 + 𝑦2 − 4𝑦 − 1
na množiněℳ = {[𝑥 ; 𝑦] ∈ ℝ2 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1}

1. Definiční obor funkce 𝒟(𝑧) = ℝ2

Množina ℳ , tj. uzavřená ohraničená rovinná oblast, je stejný kruh jako v předchozı́m přı́kla‑
du (střed v počátku soustavy souřadnic a poloměr 1).

2. Určíme první parciální derivace funkce 𝑧 a …
𝒟(𝑧𝑥) = ℝ2 𝑧𝑥 = 2𝑥 − 4 = 0 ⇒ 𝑥 = 2
𝒟(𝑧𝑦) = ℝ2 𝑧𝑦 = 2𝑦 − 4 = 0 ⇒ 𝑦 = 2

𝑄 = [2 ; 2] ∉ ℳ
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3. Vyšetříme situaci na hraniční kružnici 𝑥2 + 𝑦2 = 1 .

3.1. Polokružnice 𝑦 = √1 − 𝑥2 ∧ 𝑥 ∈ ⟨−1 ; 1⟩ je ohraničena 𝐴 = [−1 ; 0] a 𝐵 = [1 ; 0]

𝑓(𝑥, 𝑦 = √1 − 𝑥2) ∶ 𝑧 = 𝑥2 − 4𝑥 + (1 − 𝑥2)ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
𝑦2

−4√1 − 𝑥2 − 1 = −4𝑥 − 4 ൫1 − 𝑥2൯
1
2

𝒟(𝑧′) = ℝ 𝑧′ =−4 − 4 ⋅ 12 ⋅
1

√1−𝑥2 ⋅ (−2𝑥) = 0 | ∶ 4
𝑥

√1−𝑥2 = 1 |2

𝑥2
1−𝑥2 = 1
𝑥2 = 1 − 𝑥2
2𝑥2 = 1

𝑥2 = 1
2

𝑥1;2 =± 1
√2

Našli jsme dalšı́ dva body 𝐶 = ቂ 1
√2 ;

1
√2ቃ a 𝐷 = ቂ− 1

√2 ;
1
√2ቃ .

3.2. Polokružnice 𝑦 = −√1 − 𝑥2 ∧ 𝑥 ∈ ⟨−1 ; 1⟩ je také ohraničena body 𝐴 a 𝐵 .

𝑓(𝑥, 𝑦 = −√1 − 𝑥2) ∶ 𝑧 = −4𝑥 + 4 ൫1 − 𝑥2൯
1
2

𝒟(𝑧′) = ℝ 𝑧′ =−4 + 4 ⋅ 12 ⋅
1

√1−𝑥2 ⋅ (−2𝑥) = 0 | ∶ 4
− 𝑥

√1−𝑥2 = 1 |2

𝑥2
1−𝑥2 = 1
𝑥2 = 1 − 𝑥2
2𝑥2 = 1

𝑥2 = 1
2

𝑥1;2 =± 1
√2

Našli jsme dalšı́ dva body 𝐸 = ቂ 1
√2 ; −

1
√2ቃ a 𝐹 = ቂ− 1

√2 ; −
1
√2ቃ .

Všechny červeně označené body jsou jediné, ve kterých může nastat globálnı́ extrém.
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4. V každém bodě podezřelém z extrému určı́me funkčnı́ hodnotu a …

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 4𝑥 + 𝑦2 − 4𝑦 − 1

𝐴 = [−1 ; 0] 𝑓(𝐴) = (−1)2 − 4 ⋅ (−1) + (0)2 − 4 ⋅ (0) − 1 = 4
𝐵 = [1 ; 0] 𝑓(𝐵) = (1)2 − 4 ⋅ (1) + (0)2 − 4 ⋅ (0) − 1 = −4

𝐶 = ቂ 1
√2 ;

1
√2ቃ 𝑓(𝐶) = ቀ 1

√2ቁ
2
− 4 ⋅ ቀ 1

√2ቁ + ቀ 1
√2ቁ

2
− 4 ⋅ ቀ 1

√2ቁ − 1 = −8
√2 ≐ −5, 7 abs. min.

𝐷 = ቂ− 1
√2 ;

1
√2ቃ 𝑓(𝐷) = ቀ− 1

√2ቁ
2
− 4 ⋅ ቀ− 1

√2ቁ + ቀ 1
√2ቁ

2
− 4 ⋅ ቀ 1

√2ቁ − 1 = 0

𝐸 = ቂ 1
√2 ; −

1
√2ቃ 𝑓(𝐸) = ቀ 1

√2ቁ
2
− 4 ⋅ ቀ 1

√2ቁ + ቀ− 1
√2ቁ

2
− 4 ⋅ ቀ− 1

√2ቁ − 1 = 0

𝐹 = ቂ− 1
√2 ; −

1
√2ቃ 𝑓(𝐹) = ቀ− 1

√2ቁ
2
− 4 ⋅ ቀ− 1

√2ቁ + ቀ− 1
√2ቁ

2
− 4 ⋅ ቀ− 1

√2ቁ − 1 = 8
√2 abs. MAX

5. Určete absolutní extrémy funkce: 𝑓(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑧 = 𝑥𝑦
na množině ℳ ∶ |𝑥| + |𝑦| ≤ 1 .

𝑥−1 1

𝑦

−1

1

𝐴
𝐵

𝐶

𝐷

𝑋
𝑎𝑏

𝑐 𝑑
1. Definiční obor funkce 𝒟(𝑧) = ℝ2

Výše zmı́něná množina ℳ (uzavřená ohraničená
rovinná oblast) je čtverec 𝐴𝐵𝐶𝐷 , protože:

ℳ ∶ |𝑥| + |𝑦| ≤ 1
1. kvadrant: 𝑥 ≥ 0 ∧ 𝑦 ≥ 0 ⇒ 𝑎 ∶ 𝑥 + 𝑦 ≤ 1
2. kvadrant: 𝑥 ≤ 0 ∧ 𝑦 ≥ 0 ⇒ 𝑏 ∶ −𝑥 + 𝑦 ≤ 1
3. kvadrant: 𝑥 ≤ 0 ∧ 𝑦 ≤ 0 ⇒ 𝑐 ∶ −𝑥 − 𝑦 ≤ 1
4. kvadrant: 𝑥 ≥ 0 ∧ 𝑦 ≤ 0 ⇒ 𝑑 ∶ 𝑥 − 𝑦 ≤ 1

2. Určíme první parciální derivace funkce 𝑧 a …
𝒟(𝑧𝑥) = ℝ2 𝑧𝑥 = 𝑦 = 0
𝒟(𝑧𝑦) = ℝ2 𝑧𝑦 = 𝑥 = 0

Našli jsme jediný bod 𝐸 = [0 ; 0] ∈ ℳ …
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3. Vyšetříme situaci na hranici ℳ
3.1. Hraniční úsečka 𝑎 ∶ 𝑦 = 1 − 𝑥 ∧ 𝑥 ∈ ⟨0 ; 1⟩
je ohraničena body 𝐴 = [1 ; 0] a 𝐵 = [0 ; 1] .

𝑓(𝑥, 𝑦 = 1 − 𝑥) ∶ 𝑧 = 𝑥 ⋅ (1 − 𝑥)
𝑧 = 𝑥 − 𝑥2

𝒟(𝑧′) = ℝ; 𝑧′ = 1 − 2𝑥 = 0

𝑥 = 1
2

A máme dalšı́ bod 𝐹 = ቂ12 ;
1
2ቃ ∈ ℳ …

3.2. Hraniční úsečka 𝑏 ∶ 𝑦 = 𝑥 + 1 ∧ 𝑥 ∈ ⟨−1 ; 0⟩
je ohraničena body 𝐵 a 𝐶 = [−1 ; 0] .

𝑓(𝑥, 𝑦 = 𝑥 + 1) ∶ 𝑧 = 𝑥 ⋅ (𝑥 + 1)
𝑧 = 𝑥2 + 𝑥

𝒟(𝑧′) = ℝ; 𝑧′ = 2𝑥 + 1 = 0

𝑥 = −1
2

A máme dalšı́ bod 𝐺 = ቂ−1
2 ;

1
2ቃ ∈ ℳ …

3.3. Hraniční úsečka 𝑐 ∶ 𝑦 = −𝑥 − 1 ∧ 𝑥 ∈ ⟨−1 ; 0⟩
je ohraničena body 𝐶 a 𝐷 = [0 ;−1] .

𝑓(𝑥, 𝑦 = −𝑥 − 1) ∶ 𝑧 = 𝑥 ⋅ (−𝑥 − 1)
𝑧 = −𝑥2 − 𝑥

𝒟(𝑧′) = ℝ; 𝑧′ =−2𝑥 − 1 = 0

𝑥 = −1
2

A máme dalšı́ bod 𝐻 = ቂ−1
2 ; −

1
2ቃ ∈ ℳ …

3.4. Hraniční úsečka 𝑑 ∶ 𝑦 = 𝑥 − 1 ∧ 𝑥 ∈ ⟨0 ; 1⟩
je ohraničena body 𝐴 a 𝐷 .

𝑓(𝑥, 𝑦 = 𝑥 − 1) ∶ 𝑧 = 𝑥 ⋅ (𝑥 − 1)
𝑧 = 𝑥2 − 𝑥

𝒟(𝑧′) = ℝ; 𝑧′ = 2𝑥 − 1 = 0

𝑥 = 1
2

A máme dalšı́ bod 𝐽 = ቂ12 ; −
1
2ቃ ∈ ℳ …
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4. V každém bodě podezřelém z extrému určı́me funkčnı́ hodnotu a …

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦

𝐴 = [1 ; 0] 𝑓(𝐴) = (1) ⋅ (0) = 0
𝐵 = [0 ; 1] 𝑓(𝐵) = (0) ⋅ (1) = 0
𝐶 = [−1 ; 0] 𝑓(𝐶) = (−1) ⋅ (0) = 0
𝐷 = [0 ;−1] 𝑓(𝐷) = (0) ⋅ (−1) = 0
𝐸 = [0 ; 0] 𝑓(𝐸) = (0) ⋅ (0) = 0

𝐹 = ቂ12 ;
1
2ቃ 𝑓(𝐹) = (12) ⋅ (

1
2) =

1
4 globálnı́ maximum v 𝐹

𝐺 = ቂ−1
2 ;

1
2ቃ 𝑓(𝐺) = (−1

2) ⋅ (
1
2) = −1

4 globálnı́ minimum v 𝐺

𝐻 = ቂ−1
2 ; −

1
2ቃ 𝑓(𝐻) = (−1

2) ⋅ (−
1
2) =

1
4 globálnı́ maximum v 𝐻

𝐽 = ቂ12 ; −
1
2ቃ 𝑓(𝐽) = (12) ⋅ (−

1
2) = −1

4 globálnı́ minimum v 𝐽

Brno 2020 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.


