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Mějme rovnici 𝐹(𝑥; 𝑦) = 0 a bod 𝒜[𝑥0; 𝑦0] .
Pokud platı́ všechny tři následujı́cı́ podmı́nky:

1. 𝐹(𝑥0; 𝑦0) = 0 ;

2. v jistém okolı́ bodu 𝒜 existujı́ obě parciálnı́ derivace 𝐹𝑥 =
𝜕𝐹
𝜕𝑥 a 𝐹𝑦 =

𝜕𝐹
𝜕𝑦

a obě jsou v bodě 𝒜 spojité;

3. a navı́c 𝐹𝑦(𝑥0; 𝑦0) ≠ 0 ,

pak v nějakém okolı́ bodu 𝒜 existuje právě jedna spojitá funkce jedné reálné proměnné
(určitě existuje, i když ji třeba neumı́me vyjádřit) 𝑦 = 𝑦(𝑥) , pro jejı́ž derivaci platı́:

𝑦′ = −𝐹𝑥𝐹𝑦
.

Potom řı́káme, že funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥) je v okolı́ bodu 𝒜 určena implicitně rovnicı́

𝐹(𝑥; 𝑦) = 0 .

Derivaci implicitní funkce nejčastěji počı́táme, jako derivaci složené funkce, protože ten‑
to způsob umožňuje výpočet derivacı́ vyššı́ch řádů bez použitı́ stále komplikovanějšı́ch
vzorců.

1.1. [𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ] V bodě 𝐴[0;2] napište hodnotu třetı́ derivace 𝑦‴(𝐴) , pokud je
rovnicı́

𝑦3 − 𝑥𝑦 − 8ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
𝐹(𝑥;𝑦)

= 0

určena implicitnı́ funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥) .

Napřed ověřı́me prvnı́ podmı́nku, zda souřadnice bodu 𝐴 vyhovujı́ zadané rovnici:

23ด
8
− 0 ⋅ 2 − 8 = 0

Potom spočı́táme prvnı́ parciální derivace. Pokud jsou obě dvě 𝐹𝑥 , 𝐹𝑦 v okolı́ bodu 𝐴
spojité a navı́c hodnota 𝐹𝑦(𝐴) ≠ 0 , pak existuje v okolı́ tohoto bodu funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥)
daná implicitně rovnicı́.

𝐹𝑥 = −𝑦 derivace 𝐹𝑥 je spojitá ∀𝑦
𝐹𝑦 = 3𝑦2 − 𝑥 derivace 𝐹𝑦 je spojitá ∀𝑥; 𝑦 a 𝐹𝑦(𝐴) = 12 ≠ 0

V okolı́ bodu 𝐴 uvedená rovnice implicitně vyjadřuje funkci 𝑦 = 𝑦(𝑥) .
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Jejı́ („obyčejnou“)
první derivaci budeme počı́tat jako derivaci složené funkce, kde pı́smeno 𝑦 označuje

funkci proměnné 𝑥 :

൫𝑦3 − 𝑥𝑦 − 8൯′ = (0)′

൫𝑦3൯ ′ − (𝑥𝑦) ′ − (8)′ = 0
ൣ3𝑦2 ⋅ 𝑦′൧ − [(1 ⋅ 𝑦) + (𝑥 ⋅ 𝑦′)] − 0 = 0

3𝑦2𝑦′ − 𝑦 − 𝑥𝑦′ = 0
𝑦′(3𝑦2 − 𝑥) = 𝑦

pro 𝑥 ≠ 3𝑦2 (bod 𝐴 splňuje) 𝑦′ = 𝑦
3𝑦2 − 𝑥

Druhou derivaci budeme …, kde 𝑦 = 𝑦(𝑥) :

𝑦″ = (𝑦′)′ = 𝑦′ ⋅ (3𝑦2 − 𝑥) − 𝑦 ⋅ (6𝑦𝑦′ − 1)
(3𝑦2 − 𝑥)2

= 𝑦 − 𝑥𝑦′ − 3𝑦2𝑦′
9𝑦4 − 6𝑥𝑦2 + 𝑥4

Nebo
(3𝑦2𝑦′ − 𝑦 − 𝑥𝑦′)′ = (0)′

(6𝑦 ⋅ 𝑦′ + 3𝑦2 ⋅ 𝑦″) − (𝑦′) − (1 ⋅ 𝑦′ + 𝑥 ⋅ 𝑦″) = 0
⋮

Třetí derivaci …, kde 𝑦 = 𝑦(𝑥) :

𝑦‴ = ൣ𝑦′ − (1 ⋅ 𝑦′ + 𝑥 ⋅ 𝑦″) − 3(2𝑦𝑦′ ⋅ 𝑦′ + 𝑦2 ⋅ 𝑦″)൧ ⋅ (9𝑦4 − 6𝑥𝑦2 + 𝑥4)
(9𝑦4 − 6𝑥𝑦2 + 𝑥4)2

−

− (𝑦 − 𝑥𝑦′ − 3𝑦2𝑦′) ⋅ ൣ36𝑦3𝑦′ − 6(1 ⋅ 𝑦2 + 𝑥 ⋅ 2𝑦𝑦′) + 4𝑥3൧
(9𝑦4 − 6𝑥𝑦2 + 𝑥4)2

Pro hodnotu třetí derivace v bodě 𝐴[0;2] dosadı́me souřadnice daného bodu.
Ve skriptech ¹ je na straně 50 (osmý řádek shora) uvedena chybná hodnota druhé derivace.

𝑦′ = 𝑦
3𝑦2 − 𝑥 ⇒ 𝑦′(𝐴) = 2

3 ⋅ 22 − 0 = 1
6

𝑦″ = 𝑦 − 𝑥𝑦′ − 3𝑦2𝑦′
9𝑦4 − 6𝑥𝑦2 + 𝑥4 ⇒ 𝑦″(𝐴) =

2 − 0 ⋅ 16 − 3 ⋅ 22 ⋅ 16
9𝑦4 − 6𝑥𝑦2 + 𝑥4 = 0

𝑦‴(𝐴) =

൦16 −
1
6ᇣᇧᇤᇧᇥ

0

−12 ⋅ ቀ16ቁ
2
൪ ⋅ ൫9 ⋅ 24൯ − ൮2 − 12 ⋅ 16ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

0

൲ ⋅ [36 ⋅ 8 ⋅ 16 − 24]

(9 ⋅ 24)2 =
−1
3

9 ⋅ 16 = − 1
432

¹ Tryhuk, V., Dlouhý, O. Matematika I – Diferenciální počet funkcí více reálných proměnných. 1. vydánı́. Br‑
no : Akademické nakladatelstvı́ CERM, s. r. o., 2004. 85 s. ISBN 80–214–2776–0
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1.2. [𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ] V bodě 𝑇[𝑥𝑇;1] , (kde 𝑥𝑇 < 0) napište rovnici tečny a normály
procházejı́cı́ bodem 𝑇 pokud je rovnicı́

𝑥2𝑦 − 2 = 𝑥𝑦3

určena implicitnı́ funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥) .

Napřed dopočı́táme chybějı́cı́ souřadnici bodu 𝑇 :

𝑥2𝑇 ⋅ 1 − 2 = 𝑥𝑇 ⋅ 13
𝑥2𝑇 − 𝑥𝑇 − 2 = 0

(𝑥𝑇 + 1) ⋅ (𝑥𝑇 − 2) = 0

Tečný bod 𝑇[−1;1] , protože 𝑥𝑇2 = 2 > 0 .

Potom rovnici upravı́me na tvar F(x ; y) = 0 a spočı́táme prvnı́ parciální derivace.

𝑥𝑦3 − 𝑥2𝑦 + 2ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
𝐹(𝑥 ; 𝑦)

= 0

Pokud jsou obě dvě 𝐹𝑥 , 𝐹𝑦 v okolı́ bodu 𝑇 spojité a navı́c hodnota 𝐹𝑦(𝑇) ≠ 0 , pak
existuje v okolı́ bodu 𝑇 funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥) daná implicitně uvedenou rovnicı́ a k této
funkci v bodě 𝑇 existuje tečna a normála.

𝐹𝑥 = 𝑦3 − 2𝑥𝑦 derivace 𝐹𝑥 je spojitá ∀𝑥; 𝑦
𝐹𝑦 = 3𝑥𝑦2 − 𝑥2 derivace 𝐹𝑦 je spojitá ∀𝑥; 𝑦 a 𝐹𝑦(𝑇) = −4 ≠ 0
V okolı́ bodu 𝑇 uvedená rovnice implicitně vyjadřuje funkci 𝑦(𝑥) . Jejı́ („obyčejnou“)

derivaci budeme počı́tat jako derivaci složené funkce, kde pı́smeno 𝑦 označuje
funkci proměnné 𝑥 :

൫𝑥2𝑦 − 2൯′ = ൫𝑥𝑦3൯′

൫𝑥2𝑦൯′ − (2)′ = 1 ⋅ 𝑦3 + 𝑥 ⋅ (𝑦3)′
2𝑥 ⋅ 𝑦 + 𝑥2 ⋅ 𝑦′ − 0 = 𝑦3 + 𝑥 ⋅ (3𝑦2 ⋅ 𝑦′)
𝑥2 ⋅ 𝑦′ − 3𝑥𝑦2 ⋅ 𝑦′ = 𝑦3 − 2𝑥𝑦

pro 𝑥 ≠ 3𝑦2 (bod 𝑇 splňuje) 𝑦′ = 𝑦3 − 2𝑥𝑦
𝑥2 − 3𝑥𝑦2

Vı́me, že hodnota derivace funkce v daném bodě je rovna směrnici tečny ke grafu této
funkce v tomto bodě.

Brno 2019 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST – BA002: Implicitní funkce jedné proměnné str. 4 z 19

Pro hodnotu derivace v bodě 𝑇[−1;1] dosadı́me souřadnice daného bodu.

𝑦′ = 𝑦3 − 2𝑥𝑦
𝑥2 − 3𝑥𝑦2 ⇒ 𝑦′(𝑇) = (1)3 − 2 ⋅ (−1) ⋅ (1)

(−1)2 − 3 ⋅ (−1) ⋅ (1)2 =
3
4

Rovnice tečny k funkci 𝑦(𝑥) v bodě 𝑇[𝑥𝑇;𝑦𝑇] : 𝑦 − 𝑦𝑇 = 𝑦′(𝑇) ⋅ (𝑥 − 𝑥𝑇)

𝑦 − 1 = 3
4 ⋅ [𝑥 − (−1)]

4𝑦 − 4 = 3𝑥 + 3
3𝑥 − 4𝑦 + 7 = 0 ⇒ 𝑛⃗ = (3;−4) ,

kde 𝑛⃗ je normálový vektor.

Obecná rovnice tečny 𝑡 : 3𝑥 − 4𝑦 + 7 = 0

Parametrické rovnice normály 𝑛 :
𝑥 = −1 + 3𝑝 | ⋅4
𝑦 = 1 − 4𝑝 | ⋅3

Obecná rovnice normály 𝑛 : 4𝑥 + 3𝑦 + 1 = 0

1.3. [𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ] Určete 𝑦′(0) a 𝑦″(0) pokud je rovnicı́

𝑦 ⋅ sin 𝑥 + 𝑥2 + 𝑦3 = 1

určena implicitnı́ funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥) , pro kterou platı́ 𝑦(0) = 1 .
Z podmı́nky 𝑦(0) = 1 plyne, že nás zajı́má okolı́ bodu 𝐵[0;1] . Proto napřed ověřı́me,
zda souřadnice bodu 𝐵 vyhovujı́ zadané rovnici:

1 ⋅ sin 0ᇣᇤᇥ
0

+ 02 + 13 = 1

Potom rovnici upravı́me na tvar F(x ; y) = 0 a spočı́táme prvnı́ parciální derivace.

𝑦 ⋅ sin 𝑥 + 𝑥2 + 𝑦3 − 1ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
𝐹(𝑥 ; 𝑦)

= 0

Pokud jsou obě dvě 𝐹𝑥 , 𝐹𝑦 v okolı́ bodu 𝐵 spojité a navı́c hodnota 𝐹𝑦(𝐵) ≠ 0 , pak
existuje v okolı́ tohoto bodu funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥) daná implicitně rovnicı́.

𝐹𝑥 = 𝑦 ⋅ cos 𝑥 + 2𝑥 derivace 𝐹𝑥 je spojitá ∀𝑥; 𝑦
𝐹𝑦 = sin 𝑥 + 3𝑦2 derivace 𝐹𝑦 je spojitá ∀𝑥; 𝑦 a 𝐹𝑦(𝐵) = 3 ≠ 0

V okolı́ bodu 𝐵 uvedená rovnice implicitně vyjadřuje funkci 𝑦 = 𝑦(𝑥) .
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Jejı́ („obyčejnou“)
první derivaci budeme počı́tat jako derivaci složené funkce, kde pı́smeno 𝑦 označuje

funkci proměnné 𝑥 :

൫𝑦 ⋅ sin 𝑥 + 𝑥2 + 𝑦3 − 1൯′ = (0)′

(𝑦 ⋅ sin 𝑥) ′ + ൫𝑥2൯′ + ൫𝑦3൯′ − (1)′ = 0

[𝑦′ ⋅ sin 𝑥 + 𝑦 ⋅ cos 𝑥] + 2𝑥 + 3𝑦2 ⋅ 𝑦′ − 0 = 0

𝑦′ ൫sin 𝑥 + 3𝑦2൯ = −2𝑥 − 𝑦 ⋅ cos 𝑥

pro sin 𝑥 ≠ −3𝑦2 (bod 𝐵 splňuje) 𝑦′ =−2𝑥 + 𝑦 ⋅ cos 𝑥
sin 𝑥 + 3𝑦2

Druhou derivaci budeme …, kde 𝑦 = 𝑦(𝑥) :

𝑦″ = −
(2𝑥 + 𝑦 ⋅ cos 𝑥)′ ⋅ (sin 𝑥 + 3𝑦2) − (2𝑥 + 𝑦 ⋅ cos 𝑥) ⋅ ൫sin 𝑥 + 3𝑦2൯′

(sin 𝑥 + 3𝑦2)2
=

= −{2 + [𝑦′ ⋅ cos 𝑥 + 𝑦 ⋅ (− sin 𝑥)]} ⋅ (sin 𝑥 + 3𝑦2) − (2𝑥 + 𝑦 ⋅ cos 𝑥) ⋅ (cos 𝑥 + 6𝑦 ⋅ 𝑦′)
(sin 𝑥 + 3𝑦2)2

=

= −(2 + 𝑦′ ⋅ cos 𝑥 − 𝑦 ⋅ sin 𝑥) ⋅ (sin 𝑥 + 3𝑦2) + (2𝑥 + 𝑦 ⋅ cos 𝑥) ⋅ (cos 𝑥 + 6𝑦 ⋅ 𝑦′)
(sin 𝑥 + 3𝑦2)2

=

= (𝑦 ⋅ sin 𝑥 − 2 − 𝑦′ ⋅ cos 𝑥) ⋅ (sin 𝑥 + 3𝑦2) + (2𝑥 + 𝑦 ⋅ cos 𝑥) ⋅ (cos 𝑥 + 6𝑦 ⋅ 𝑦′)
(sin 𝑥 + 3𝑦2)2

Pro hodnotu obou derivací v bodě 𝐵[0;1] dosadı́me souřadnice daného bodu.

𝑦′ = −2𝑥 + 𝑦 ⋅ cos 𝑥
sin 𝑥 + 3𝑦2 ⇒ 𝑦′(𝐵) = −2 ⋅ 0 + 1 ⋅

1
ᇩᇪᇫcos0

sin 0ᇣᇤᇥ
0

+3 ⋅ 12 = −13

𝑦″(𝐵) =
(1 ⋅ sin 0 − 2 + 1

3 ⋅ cos0) ⋅ (sin 0 + 3 ⋅ 12) + (2 ⋅ 0 + 1 ⋅ cos0) ⋅ (cos0 − 6 ⋅ 1 ⋅ 13)
(sin 0 + 3 ⋅ 12)2

=

=
(0 − 2 + 1

3) ⋅ (0 + 3) + (0 + 1) ⋅ (1 − 2)
(3)2

= −5 − 1
9 = −23
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1.4. [𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ] Určete 𝑦′(𝐶) pokud je rovnicı́

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥 + 𝑦 = 2𝑥𝑦 + 2

a bodem 𝐶 = [1;?] určena implicitnı́ funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥) .

Napřed dopočı́táme chybějı́cı́ souřadnici tak, aby bod 𝐶 vyhovoval zadané rovnici:

12 + 𝑦2 + 1 + 𝑦 = 2 ⋅ 1 ⋅ 𝑦 + 2
𝑦2 − 𝑦 = 0

𝑦 ⋅ (𝑦 − 1) = 0

Dostáváme dva body 𝐶1 = [1;0] a 𝐶2 = [1;1] .
Potom rovnici upravı́me na tvar F(x ; y) = 0 a spočı́táme prvnı́ parciální derivace.

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑦 − 2ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
𝐹(𝑥 ; 𝑦)

= 0

Pokud jsou obě dvě 𝐹𝑥 , 𝐹𝑦 v okolı́ bodu 𝐶 spojité a navı́c hodnota 𝐹𝑦(𝐶) ≠ 0 , pak
existuje v okolı́ tohoto bodu funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥) daná implicitně rovnicı́.
𝐹𝑥 = 2𝑥 − 2𝑦 + 1 derivace 𝐹𝑥 je spojitá ∀𝑥; 𝑦
𝐹𝑦 = 2𝑦 − 2𝑥 + 1 derivace 𝐹𝑦 je spojitá ∀𝑥; 𝑦 a 𝐹𝑦(𝐶1) = −1 ≠ 0 ; 𝐹𝑦(𝐶2) = 1 ≠ 0

V okolı́ obou bodů 𝐶1 i 𝐶2 uvedená rovnice implicitně vyjadřuje funkci 𝑦 = 𝑦(𝑥) .

1⏟
𝑎
⋅𝑦2 − (2𝑥 − 1ᇣᇧᇤᇧᇥ

𝑏
) ⋅ 𝑦 + (𝑥2 + 𝑥 − 2ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

𝑐
) = 0

𝑦1;2 =
2𝑥 − 1 ± ට[−(2𝑥 − 1)]2 − 4 ⋅ 1 ⋅ (𝑥2 + 𝑥 − 2)

2 = 2𝑥 − 1 ± √9 − 8𝑥
2

UƵ loha má tedy dvě řešenı́. V okolı́ bodu 𝐶1 = [1;0] lze implicitnı́ funkci vyjádřit expli‑
citně, jako

𝑦1 =
2𝑥 − 1 − (9 − 8𝑥)

1
2

2 ⇒ 𝑦′ = 1
2 ⋅ ቈ2 −

1
2 ⋅ (9 − 8𝑥)−

1
2 ⋅ (−8)቉ 𝑦′(1) = 3

a v okolı́ bodu 𝐶2 = [1;1] jako

𝑦2 =
2𝑥 − 1 + (9 − 8𝑥)

1
2

2 ⇒ 𝑦′ = 1
2 ⋅ ቈ2 +

1
2 ⋅ (9 − 8𝑥)−

1
2 ⋅ (−8)቉ 𝑦′(1) = −1
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A co když nedokážeme funkci vyjádřit explicitně? Pak budeme („obyčejnou“)
derivaci počı́tat jako derivaci složené funkce, kde pı́smeno 𝑦 označuje

funkci proměnné 𝑥 :

൫𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥 + 𝑦൯′ = (2𝑥𝑦 + 2)′

൫𝑥2൯′ + ൫𝑦2൯′ + (𝑥)′ + (𝑦)′ = (2𝑥𝑦)′ + (2)′

2𝑥 + 2𝑦𝑦′ + 1 + 𝑦′ = 2(1 ⋅ 𝑦 + 𝑥 ⋅ 𝑦′) + 0
𝑦′(2𝑦 + 1 − 2𝑥) = −2𝑥 − 1 + 2𝑦

pro 2𝑥 ≠ 2𝑦 + 1 (oba body 𝐶 splňujı́) 𝑦′ = 2𝑦 − 2𝑥 − 1
2𝑦 + 1 − 2𝑥

Pro hodnotu derivací v obou bodech 𝐶1[1;0] a 𝐶2[1;1] dosadı́me souřadnice daného
bodu.

𝑦′ = 2𝑦 − 2𝑥 − 1
2𝑦 + 1 − 2𝑥 ⇒ 𝑦′(𝐶1) =

2 ⋅ 0 − 2 ⋅ 1 − 1
2 ⋅ 0 + 1 − 2 ⋅ 1 = −3

−1 = 3

𝑦′ = 2𝑦 − 2𝑥 − 1
2𝑦 + 1 − 2𝑥 ⇒ 𝑦′(𝐶2) =

2 ⋅ 1 − 2 ⋅ 1 − 1
2 ⋅ 1 + 1 − 2 ⋅ 1 = −1

1 = −1

1.5. [𝑥 ∈ ℝ ⧵ {0} ; 𝑦 ∈ ℝ] V bodě 𝐷 = [1;0] určete hodnotu (prvnı́) derivace 𝑦′(𝐷) ,
pokud je rovnicı́

lnඥ𝑥2 + 𝑦2 = arctg 𝑦𝑥
určena implicitnı́ funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥) .

Napřed ověřı́me prvnı́ podmı́nku, zda souřadnice bodu 𝐷 vyhovujı́ zadané rovnici:

lnඥ12 + 02ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
0

= arctg 01ᇣᇧᇤᇧᇥ
0

Potom rovnici upravı́me na tvar F(x ; y) = 0 a spočı́táme prvnı́ parciální derivace.

𝐹 ∶ ln ൫𝑥2 + 𝑦2൯
1
2 − arctg ቆ𝑦 ⋅ 1𝑥ቇ = 0
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Pokud jsou obě dvě 𝐹𝑥 , 𝐹𝑦 v okolı́ bodu 𝐷 spojité a navı́c hodnota 𝐹𝑦(𝐷) ≠ 0 , pak
existuje v okolı́ tohoto bodu funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥) daná implicitně rovnicı́.

𝐹𝑥 =
1

(𝑥2 + 𝑦2)
1
2
⋅ 12(𝑥

2 + 𝑦2)−
1
2 ⋅ 2𝑥 − 1

1 + ቀ𝑦𝑥ቁ
2 ⋅ 𝑦 ⋅

−1
𝑥2 derivace 𝐹𝑥 je spojitá ∀𝑥 ≠ 0

𝐹𝑦 =
1

(𝑥2 + 𝑦2)
1
2
⋅ 12(𝑥

2 + 𝑦2)−
1
2 ⋅ 2𝑦 − 1

1 + ቀ𝑦𝑥ቁ
2 ⋅ 1 ⋅

1
𝑥 derivace 𝐹𝑦 je spojitá ∀𝑥 ≠ 0

𝐹𝑦(𝐷) = −1 ≠ 0

V okolı́ bodu 𝐷 = [1;0] tedy uvedená rovnice implicitně vyjadřuje funkci 𝑦 = 𝑦(𝑥) .

Jejı́ („obyčejnou“)
první derivaci budeme počı́tat jako derivaci složené funkce, kde pı́smeno 𝑦 označuje

funkci proměnné 𝑥 :

ቈln ൫𝑥2 + 𝑦2൯
1
2 ቉

′
= ቀ arctg 𝑦

𝑥ቁ
′

1

(𝑥2 + 𝑦2)
1
2
⋅ 12 ൫𝑥

2 + 𝑦2൯−
1
2 ⋅ (2𝑥 + 2𝑦 ⋅ 𝑦′) = 1

1 + ቀ𝑦𝑥ቁ
2 ⋅

𝑦′ ⋅ 𝑥 − 𝑦 ⋅ 1
𝑥2

1

(𝑥2 + 𝑦2)
1
2
⋅ 1
2̸
⋅ 1

(𝑥2 + 𝑦2)
1
2
⋅ 2̸ ⋅ (𝑥 + 𝑦𝑦′) = 1

1 + 𝑦2
𝑥2

⋅ 𝑥𝑦
′ − 𝑦
𝑥2

𝑥 + 𝑦𝑦′

(𝑥2 + 𝑦2)
1
2+

1
2
= 1

𝑥2+𝑦2
𝑥2

⋅ 𝑥𝑦
′ − 𝑦
𝑥2

𝑥 + 𝑦𝑦′
𝑥2 + 𝑦2 =

𝑥̸2
𝑥2 + 𝑦2 ⋅

𝑥𝑦′ − 𝑦
𝑥̸2 | ൫𝑥2 + 𝑦2൯

𝑥 + 𝑦𝑦′ = 𝑥𝑦′ − 𝑦
𝑥 + 𝑦 = 𝑥𝑦′ − 𝑦𝑦′

pro 𝑥 ≠ 𝑦 (bod 𝐷 splňuje) 𝑥 + 𝑦
𝑥 − 𝑦 = 𝑦′

Pro hodnotu derivace v bodě 𝐷[1;0] dosadı́me souřadnice daného bodu.

𝑦′ = 𝑥 + 𝑦
𝑥 − 𝑦 ⇒ 𝑦′(𝐷) = 1 + 0

1 − 0 = 1
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1.6. [𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ] V bodě 𝐸[0;1] určete hodnotu (prvnı́) derivace 𝑦′(𝐸) , pokud
je rovnicı́

(𝑥2 + 𝑦2)2 − 3𝑥2𝑦 − 𝑦3ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
𝐹(𝑥;𝑦)

= 0

určena implicitnı́ funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥) .

Napřed ověřı́me prvnı́ podmı́nku, zda souřadnice bodu 𝐸 vyhovujı́ zadané rovnici:

(02 + 12)2ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
1

− 3 ⋅ 0 ⋅ 1 − 13 = 0

Potom spočı́táme prvnı́ parciální derivace. Pokud jsou obě dvě 𝐹𝑥 , 𝐹𝑦 v okolı́ bodu 𝐸
spojité a navı́c hodnota 𝐹𝑦(𝐸) ≠ 0 , pak existuje v okolı́ tohoto bodu funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥)
daná implicitně rovnicı́.

𝐹𝑥 = 2(𝑥2 + 𝑦2)1 ⋅ 2𝑥 − 6𝑥𝑦 derivace 𝐹𝑥 je spojitá ∀𝑥; 𝑦
𝐹𝑦 = 2(𝑥2 + 𝑦2) ⋅ 2𝑦 − 3𝑥2 − 3𝑦2 derivace 𝐹𝑦 je spojitá ∀𝑥; 𝑦 a 𝐹𝑦(𝐸) = 1 ≠ 0

V okolı́ bodu 𝐸 uvedená rovnice implicitně vyjadřuje funkci 𝑦 = 𝑦(𝑥) .

Jejı́ („obyčejnou“)
první derivaci budeme počı́tat jako derivaci složené funkce, kde pı́smeno 𝑦 označuje

funkci proměnné 𝑥 :

ቂ൫𝑥2 + 𝑦2൯2 − 3𝑥2𝑦 − 𝑦3ቃ
′
= (0)′

ቂ൫𝑥2 + 𝑦2൯2ቃ ’− ൫3𝑥2 ⋅ 𝑦൯ ’− ൫𝑦3൯′ = 0

ൣ2(𝑥2 + 𝑦2)1 ⋅ (2𝑥 + 2𝑦 ⋅ 𝑦′)൧ − ൣ(6𝑥 ⋅ 𝑦) + (3𝑥2 ⋅ 𝑦′)൧ − (3𝑦2 ⋅ 𝑦′) = 0

𝑦′[4𝑦(𝑥2 + 𝑦2) − 3𝑥2 − 3𝑦2] = 6𝑥𝑦 − 4𝑥(𝑥2 + 𝑦2)

Pro hodnotu derivace v bodě 𝐸[0;1] dosadı́me souřadnice daného bodu.

𝑦′ = 6𝑥𝑦 − 4𝑥(𝑥2 + 𝑦2)
4𝑦(𝑥2 + 𝑦2) − 3𝑥2 − 3𝑦2 ⇒ 𝑦′(𝐸) = 6 ⋅ 0 ⋅ 1 − 4 ⋅ 0 ⋅ (02 + 12)

4 ⋅ 1 ⋅ (02 + 12) − 3 ⋅ 02 − 3 ⋅ 12 = 0

Bod 𝐸 je pro danou funkci stacionárním bodem.
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1.7. [𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ] Pokud je bodem 𝐺 = [1;−1] a rovnicı́

𝑥4 + 𝑦3 + 2𝑥2𝑦 + 2ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
𝐹(𝑥;𝑦)

= 0

určena implicitnı́ funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥) , najděte jejı́ lokálnı́ extrémy.

Napřed ověřı́me prvnı́ podmı́nku, zda souřadnice bodu 𝐺 vyhovujı́ zadané rovnici:

14 + (−1)3 + 2 ⋅ 12 ⋅ (−1) + 2 = 0

Potom spočı́táme prvnı́ parciální derivace. Pokud jsou obě dvě 𝐹𝑥 , 𝐹𝑦 v okolı́ bodu 𝐺
spojité a navı́c hodnota 𝐹𝑦(𝐺) ≠ 0 , pak existuje v okolı́ tohoto bodu funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥)
daná implicitně rovnicı́.

𝐹𝑥 = 4𝑥3 + 4𝑥 ⋅ 𝑦 derivace 𝐹𝑥 je spojitá ∀𝑥; 𝑦
𝐹𝑦 = 3𝑦2 + 2𝑥2 derivace 𝐹𝑦 je spojitá ∀𝑥; 𝑦 a 𝐹𝑦(𝐺) = 5 ≠ 0

V okolı́ bodu 𝐺 uvedená rovnice implicitně vyjadřuje funkci 𝑦 = 𝑦(𝑥) .

Jejı́ („obyčejnou“)
první derivaci budeme počı́tat jako derivaci složené funkce, kde 𝑦(𝑥) :

൫𝑥4 + 𝑦3 + 2𝑥2𝑦 + 2൯′ = (0)′

൫𝑥4൯′ + ൫𝑦3൯′ + ൫2𝑥2𝑦൯′ + (2)′ = 0
4𝑥3 + 3𝑦2 ⋅ 𝑦′ + (4𝑥 ⋅ 𝑦 + 2𝑥2 ⋅ 𝑦′) + 0 = 0

𝑦′ ⋅ (3𝑦2 + 2𝑥2) = −4𝑥3 − 4𝑥𝑦

pro 2𝑥2 ≠ −3𝑦2 (bod 𝐺 splňuje) 𝑦′ =−4 ⋅ 𝑥 ⋅ (𝑥
2 + 𝑦)

3𝑦2 + 2𝑥2

Lokální extrém může nastat pouze v bodech, kde:

A) prvnı́ derivace (𝑦′) neexistuje ⟹ 𝑥 = 0 ∧ 𝑦 = 0
B) prvnı́ derivace se rovná nule ⟹ 𝑥 = 0 ∨ 𝑥2 + 𝑦 = 0

1.7.A Bod [0;0] vyhovujı́cı́ prvnı́ podmı́nce ovšem neležı́ na funkci:

𝐹(0; 0) = 04 + 03 + 2 ⋅ 02 ⋅ 0 + 2 = 2 ≠ 0

1.7.B.1. Když 𝑥 = 0 , pak:

𝐹(0; 𝑦) = 04 + 𝑦3 + 2 ⋅ 02 ⋅ 𝑦 + 2 = 0
𝑦3 =−2
𝑦 = −3√2
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Bod, který nás zajı́má, má souřadnice 𝐴 = [0;−3√2] . Ověřı́me, zda je v okolı́ bodu
𝐴 deϐinována funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥) . Podmı́nka spojitosti parciálnı́ch derivacı́ je splněna
(viz výše), zbývá tedy ověřit, zda 𝐹𝑦(𝐴) ≠ 0 .

𝐹𝑦 = 3𝑦2 + 2𝑥2 ⇒ 𝐹𝑦(𝐴) = 3 ⋅ ൫−3√2൯
2
+ 2 ⋅ 02 = 3 ⋅ 3√4 ≠ 0

1.7.B.2. Když 𝑥2 + 𝑦 = 0 , pak:

𝐹(𝑥;−𝑥2) = 𝑥4 + ൫−𝑥2൯3 + 2 ⋅ 𝑥2 ⋅ ൫−𝑥2൯ + 2 = 0
−𝑥6 − 𝑥4 + 2 = 0 | ⋅ (−1)

zavedeme substituci: 𝑥2 = 𝑠 𝑠3 + 𝑠 − 2 = 0
𝐻𝑆 1 0 1 −2
1 1 1 2 0

možné kořeny ± 1 ; ±2

(𝑠 − 1) ⋅ ൫𝑠2 + 𝑠 + 2൯ = 0
𝑠1 = 1

(záporný diskriminant) 𝑠2;3 = komplexně sdružené
𝑥2 = 1
𝑥1;2 =±1

Body, který nás zajı́majı́, majı́ souřadnice 𝐵 = [−1;−1] a 𝐺 = [1;−1] . Ověřı́me,
zda je v okolı́ bodu 𝐵 deϐinována funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥) . Podmı́nka spojitosti parciálnı́ch
derivacı́ je splněna (viz výše, stejně jako bod 𝐺 ), zbývá tedy ověřit, zda 𝐹𝑦(𝐵) ≠ 0 .

𝐹𝑦 = 3𝑦2 + 2𝑥2 ⇒ 𝐹𝑦(𝐵) = 3 ⋅ (−1)2 + 2 ⋅ (−1)2 = 5 ≠ 0

Body „podezřelé“ z extrému (může v nich být lokálnı́ extrém). Zda skutečně je, zjistı́me
ze znamének prvnı́ derivace. Jestliže 𝑦′(𝒜) > 0 pak v tomto bodě funkce roste, …

𝐵 = [−1;−1] lim
𝑥→𝐵−

൤−4⋅𝑥⋅(𝑥2+𝑦)
3𝑦2+2𝑥2 ൨ = −4⋅(−1−)⋅

>0
ᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ[(−1−)2+(−1)]

3(−1)2+2(−1−)2 > 0 lim
𝑥→𝐵+

…

𝐴 = [0;−3√2] lim
𝑥→𝐴−

൤−4⋅𝑥⋅(𝑥2+𝑦)
3𝑦2+2𝑥2 ൨ = … lim

𝑥→𝐴+
൤−4⋅𝑥⋅(𝑥2+𝑦)

3𝑦2+2𝑥2 ൨ = …

𝐺 = [1;−1] lim
𝑥→𝐺−

൤−4⋅𝑥⋅(𝑥2+𝑦)
3𝑦2+2𝑥2 ൨ = … lim

𝑥→𝐺+
൤−4⋅𝑥⋅(𝑥2+𝑦)

3𝑦2+2𝑥2 ൨ = …

Ze znamének 1. derivace: +++ [𝐵] − − − [𝐴] + + + [𝐺] − − − určı́me intervaly,
ve kterých funkce roste a klesá. Proto v bodě: 𝐵 = [−1;−1] je lokálnı́ MAXIMUM;

𝐴 = [0;−3√2] je lokálnı́ minimum;
𝐺 = [1;−1] je lokálnı́ MAXIMUM.
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1.8. [𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ] Pokud je bodem 𝐻 = [−1;0] a rovnicı́

𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 2𝑦2 + 2𝑥 + 1ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
𝐹(𝑥;𝑦)

= 0

určena implicitnı́ funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥) , najděte jejı́ lokálnı́ extrémy.

Napřed ověřı́me prvnı́ podmı́nku, zda souřadnice bodu 𝐻 vyhovujı́ zadané rovnici:

(−1)2 − 2 ⋅ (−1) ⋅ 0 + 2 ⋅ 02 + 2 ⋅ (−1) + 1 = 0

Potom spočı́táme prvnı́ parciální derivace. Pokud jsou obě dvě 𝐹𝑥 , 𝐹𝑦 v okolı́ bodu 𝐻
spojité a navı́c hodnota 𝐹𝑦(𝐻) ≠ 0 , pak existuje v okolı́ tohoto bodu funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥)
daná implicitně rovnicı́.

𝐹𝑥 = 2𝑥 − 2𝑦 + 2 derivace 𝐹𝑥 je spojitá ∀𝑥; 𝑦
𝐹𝑦 = −2𝑥 + 4𝑦 derivace 𝐹𝑦 je spojitá ∀𝑥; 𝑦 a 𝐹𝑦(𝐻) = 2 ≠ 0

V okolı́ bodu 𝐻 uvedená rovnice implicitně vyjadřuje funkci 𝑦 = 𝑦(𝑥) .
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Jejı́ („obyčejnou“)
první derivaci budeme počı́tat jako derivaci složené funkce, kde 𝑦(𝑥) :

൫𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 2𝑦2 + 2𝑥 + 1൯′ = (0)′

൫𝑥2൯′ − (2𝑥𝑦)′ + ൫2𝑦2൯′ + (2𝑥)′ + (1)′ = 0
2𝑥 − (2𝑦 + 2𝑥 ⋅ 𝑦′) + 4𝑦 ⋅ 𝑦′ + 2 + 0 = 0

2𝑥 − 2𝑦 + 2 = 2𝑥𝑦′ − 4𝑦𝑦′

2 ⋅ (𝑥 − 𝑦 + 1) = 2𝑦′ ⋅ (𝑥 − 2𝑦)

pro 𝑥 ≠ 2𝑦 (bod 𝐺 splňuje) 𝑥 − 𝑦 + 1
𝑥 − 2𝑦 = 𝑦′

Lokální extrém může nastat pouze v bodech, kde:

A) prvnı́ derivace (𝑦′) neexistuje ⟹ 𝑥 = 2𝑦
B) prvnı́ derivace se rovná nule ⟹ 𝑥 + 1 = 𝑦

1.8.A Když 𝑥 = 2𝑦 , pak:

𝐹(2𝑦; 𝑦) = (2𝑦)2 − 2 ⋅ (2𝑦) ⋅ 𝑦 + 2 ⋅ 𝑦2 + 2 ⋅ (2𝑦) + 1 = 0
2𝑦2 + 4𝑦 + 1 = 0

𝑦1;2 =
−4 ± √42 − 4 ⋅ 2 ⋅ 1

2 ⋅ 2 = −4 ± ඥ4 ⋅ (4 − 2)
2 ⋅ 2 = −2 ± √2

2

Body, který nás zajı́majı́, majı́ souřadnice 𝐴 = [−2+√2;−2+√22 ] a 𝐵 = [−2−√2;−2−√22 ].
Ověřı́me, zda je v jejich okolı́ deϐinována funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥) . Podmı́nka spojitosti par‑

ciálnı́ch derivacı́ je splněna (viz výše), zbývá tedy ověřit, zda 𝐹𝑦(𝐴) ≠ 0 a 𝐹𝑦(𝐵) ≠ 0.

𝐹𝑦(𝐴) = −2 ൫−2 + √2൯ + 4 ⋅ −2+√22 = −2 ൫−2 + √2൯ + 2 ൫−2 + √2൯ = 0
𝐹𝑦 = −2𝑥 + 4𝑦

𝐹𝑦(𝐵) = −2 ൫−2 − √2൯ + 4 ⋅ −2−√22 = −2 ൫−2 − √2൯ + 2 ൫−2 − √2൯ = 0

Ani jednı́m bodem nenı́ určena funkce, proto ani v jednom z uvedených bodů nemůže
nastat extrém (funkce).

1.8.B Když 𝑦 = 𝑥 + 1 , pak:

𝐹(𝑥; 𝑥 + 1) = 𝑥2 − 2𝑥 ⋅ (𝑥 + 1) + 2 ⋅ (𝑥 + 1)2 + 2𝑥 + 1 = 0
𝑥2 − 2𝑥2 − 2𝑥 + 2 ⋅ ൫𝑥2 + 2𝑥 + 1൯ + 2𝑥 + 1 = 0

𝑥2 + 4𝑥 + 3 = 0

𝑥1;2 =
−4 ± √42 − 4 ⋅ 1 ⋅ 3

2 ⋅ 1 = −4 ± √4
2

Brno 2019 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST – BA002: Implicitní funkce jedné proměnné str. 14 z 19

Body, který nás zajı́majı́, majı́ souřadnice 𝐻 = [−1;0] a 𝐶 = [−3;−2] . Ověřı́me, zda je
v okolı́ bodu 𝐶 deϐinována funkce 𝑦 = 𝑦(𝑥) . Podmı́nka spojitosti parciálnı́ch derivacı́
je splněna (viz výše, stejně jako bod 𝐻 ), zbývá tedy ověřit, zda 𝐹𝑦(𝐶) ≠ 0 .

𝐹𝑦 = −2𝑥 + 4𝑦 ⇒ 𝐹𝑦(𝐶) = −2 ⋅ (−3) + 4 ⋅ (−2) = −2 ≠ 0

Ovšem jak zjistı́me z obrázku, každý z těchto bodů ležı́ na jiné funkci. Bod 𝐻 je na
zelené funkci určené implicitně rovnicı́ a bod 𝐶 je na druhé červené funkci.

Body „podezřelé“ z extrému (může v nich být lokálnı́ extrém). Zda skutečně je, zjistı́me
ze znamének prvnı́ derivace. Jestliže 𝑦′(𝒜) > 0 pak v tomto bodě funkce roste, …

𝐻 = [−1;0] lim
𝑥→𝐻− ൤

𝑥−𝑦+1
𝑥−2𝑦 ൨ = −4⋅(−1−)⋅

>0
ᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ[(−1−)2+(−1)]

3(−1)2+2(−1−)2 > 0 lim
𝑥→𝐻+…

𝐶 = [−3;−2] lim
𝑥→𝐶−

൤𝑥−𝑦+1𝑥−2𝑦 ൨ = … lim
𝑥→𝐶+

൤𝑥−𝑦+1𝑥−2𝑦 ൨ = …

Ze znamének 1. derivace: −−− [𝐶] + + + + + +[𝐻] − − − určı́me intervaly,
ve kterých funkce roste a klesá. Proto v bodě: 𝐶 = [−3;−2] je lokálnı́ minimum;

𝐻 = [−1;0] je lokálnı́ MAXIMUM.
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Mějme rovnici 𝐹(𝑥; 𝑦; 𝑧) = 0 a bod 𝒜[𝑥0; 𝑦0; 𝑧0] .
Pokud platı́ následujı́cı́ všechny tři podmı́nky:

1. 𝐹(𝑥0; 𝑦0; 𝑧0) = 0 ;

2. v jistém okolı́ bodu 𝒜 existujı́ všechny tři parciálnı́ derivace

𝐹𝑥 =
𝜕𝐹
𝜕𝑥 , 𝐹𝑦 =

𝜕𝐹
𝜕𝑦 a 𝐹𝑧 =

𝜕𝐹
𝜕𝑧 a všechny jsou v bodě 𝒜 spojité;

3. a navı́c 𝐹𝑧(𝑥0; 𝑦0; 𝑧0) ≠ 0 ;

pak v nějakém okolı́ bodu 𝒜 existuje právě jedna spojitá funkce dvou reálných proměn‑
ných (určitě existuje, i když ji třeba neumı́me vyjádřit) 𝑧 = 𝑧(𝑥; 𝑦) , pro jejı́ž parciálnı́
derivace platı́:

𝑧𝑥 = −𝐹𝑥𝐹𝑧
a 𝑧𝑦 = −

𝐹𝑦
𝐹𝑧

Potom řı́káme, že funkce 𝑧 = 𝑧(𝑥; 𝑦) je v okolı́ bodu 𝒜 určena implicitně rovnicı́

𝐹(𝑥; 𝑦; 𝑧) = 0 .

2.1. [𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ ; 𝑍 ∈ ℝ] V bodě 𝐴 = [0;0;4] napište totálnı́ diferenciál
druhého řádu d2𝑓(𝐴) , pokud je rovnicı́

𝑥2
4 + 𝑦2

8 + 𝑧2
16 = 1

určena implicitnı́ funkce 𝑧 = 𝑧(𝑥; 𝑦) .

Napřed ověřı́me prvnı́ podmı́nku, zda souřadnice bodu 𝐴 vyhovujı́ zadané rovnici:

02
4 + 02

8 + 42
16 = 1

Potom rovnici upravı́me na tvar F(x ; y ; z) = 0 a spočı́táme prvnı́ parciální derivace.

𝐹𝑥 =
2𝑥
4 derivace 𝐹𝑥 je spojitá ∀𝑥

𝐹𝑦 =
2𝑦
8 derivace 𝐹𝑦 je spojitá ∀𝑦

𝐹𝑧 =
2𝑧
16 derivace 𝐹𝑧 je spojitá ∀𝑧 a 𝐹𝑧(𝐴) =

1
2 ≠ 0

V okolı́ bodu 𝐴 uvedená rovnice implicitně vyjadřuje funkci 𝑧(𝑥; 𝑦) .
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Parciální derivace budeme počı́tat jako derivace složené funkce, kde pı́smeno 𝑧
označuje funkci proměnných 𝑥; 𝑦 :

ቆ𝑥
2

4 + 𝑦2
8 + 𝑧2

16ቇ
′

= (1)′

𝑧𝑥 ∶ ቆ𝑥
2

4 ቇ
𝑥
+ ቆ𝑦

2

8 ቇ
𝑥
+ ቆ𝑧

2

16ቇ𝑥
= (1)𝑥

2𝑥
4 + 0 + 2𝑧 ⋅ 𝑧𝑥

16 = 0 | ⋅ 8
4𝑥 + 𝑧𝑧𝑥 = 0

𝑧𝑧𝑥 =−4𝑥

pro 𝑧 ≠ 0 (bod 𝐴 splňuje) 𝑧𝑥 =−4𝑥𝑧

𝑧𝑦 ∶ ቆ𝑥
2

4 ቇ
𝑦
+ ቆ𝑦

2

8 ቇ
𝑦
+ ቆ𝑧

2

16ቇ𝑦
= (1)𝑦

0 + 2𝑦
8 +

2𝑧 ⋅ 𝑧𝑦
16 = 0 | ⋅ 8

2𝑦 + 𝑧𝑧𝑦 = 0
𝑧𝑧𝑦 =−2𝑦

pro 𝑧 ≠ 0 (bod 𝐴 splňuje) 𝑧𝑦 =−2𝑦𝑧

Druhé parciální derivace budeme počı́tat …, kde 𝑧(𝑥; 𝑦) :

𝑧𝑥𝑥 =−4 ⋅ 𝑧 − 4𝑥 ⋅ 𝑧𝑥
𝑧2 = −

4 ⋅ 𝑧 − 4𝑥 ⋅ ቀ−4𝑥
𝑧 ቁ

𝑧2 𝑧𝑥𝑦 =−
0 ⋅ 𝑧 − 4𝑥 ⋅ 𝑧𝑦

𝑧2 = −
0 ⋅ 𝑧 − 4𝑥 ⋅ ቀ−2𝑦

𝑧 ቁ
𝑧2

𝑧𝑦𝑥 =−0 ⋅ 𝑧 − 2𝑦 ⋅ 𝑧𝑥
𝑧2 = −

0 ⋅ 𝑧 − 2𝑦 ⋅ ቀ−4𝑥
𝑧 ቁ

𝑧2 𝑧𝑦𝑦 =−
2 ⋅ 𝑧 − 2𝑦 ⋅ 𝑧𝑦

𝑧2 = −
2 ⋅ 𝑧 − 2𝑦 ⋅ ቀ−2𝑦

𝑧 ቁ
𝑧2

Pro hodnoty parciálních derivací v bodě 𝐴 = [0;0;4] dosadı́me souřadnice bodu.

𝑧𝑥𝑥(𝐴) = −
4 ⋅ 4 − 4 ⋅ 0 ⋅ ቀ−4⋅0

4 ቁ
42 = −1 𝑧𝑥𝑦(𝐴) = −

0 ⋅ 4 − 4 ⋅ 0 ⋅ ቀ−2⋅0
4 ቁ

42 = 0

𝑧𝑦𝑥(𝐴) = −
0 ⋅ 4 − 2 ⋅ 0 ⋅ ቀ−4⋅0

4 ቁ
42 = 0 𝑧𝑦𝑦(𝐴) = −

2 ⋅ 4 − 2 ⋅ 0 ⋅ ቀ−2⋅0
4 ቁ

42 = −12

Totální difer. d2𝑓 =−1⋅(𝑥−0)⋅(𝑥−0)+0⋅(𝑥−0)⋅(𝑦−0)+0⋅(𝑦−0)⋅(𝑥−0)− 1
2 ⋅(𝑦−0)⋅(𝑦−0)

d2𝑓 = −𝑥2 − 1
2 ⋅ 𝑦

2
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2.2. [𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ ; 𝑍 ∈ ℝ] V bodě 𝐵[0;1;0] napište hodnoty všech prvnı́ch
parciálnı́ch derivacı́ 𝑧𝑥(𝐵) a 𝑧𝑦(𝐵) , pokud je rovnicı́

e𝑧 + 𝑥2𝑦 + 𝑧 − 1ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
𝐹(𝑥;𝑦;𝑧)

= 0

určena implicitnı́ funkce 𝑧 = 𝑧(𝑥; 𝑦) .

Napřed ověřı́me prvnı́ podmı́nku, zda souřadnice bodu 𝐵 vyhovujı́ zadané rovnici:
e0⏟
1
+02 ⋅ 1 + 0 − 1 = 0

Potom spočı́táme prvnı́ parciální derivace.

𝐹𝑥 = 2𝑥 ⋅ 𝑦 derivace 𝐹𝑥 je spojitá ∀𝑥; 𝑦
𝐹𝑦 = 𝑥2 derivace 𝐹𝑦 je spojitá ∀𝑥
𝐹𝑧 = e𝑧 + 1 derivace 𝐹𝑧 je spojitá ∀𝑧 a 𝐹𝑧(𝐵) = 2 ≠ 0

V okolı́ bodu 𝐵 uvedená rovnice implicitně vyjadřuje funkci 𝑧(𝑥; 𝑦) .

Parciální derivace budeme počı́tat jako derivace složené funkce, kde pı́smeno 𝑧
označuje funkci proměnných 𝑥; 𝑦 :

൫e𝑧 + 𝑥2𝑦 + 𝑧 − 1൯′ = (0)′

𝑧𝑥 ∶ (e𝑧)𝑥 + (𝑥2𝑦)𝑥 + (𝑧)𝑥 − (1)𝑥 = (0)𝑥
e𝑧 ⋅ 𝑧𝑥 + 2𝑥𝑦 + 𝑧𝑥 − 0 = 0

e𝑧 ⋅ 𝑧𝑥 + 𝑧𝑥 =−2𝑥𝑦
𝑧𝑥 ⋅ (e𝑧 + 1) = −2𝑥𝑦

pro e𝑧 ≠ −1 (každý bod splňuje) 𝑧𝑥 =− 2𝑥𝑦
e𝑧 + 1

𝑧𝑦 ∶ (e𝑧)𝑦 + (𝑥2𝑦)𝑦 + (𝑧)𝑦 − (1)𝑦 = (0)𝑦
e𝑧 ⋅ 𝑧𝑦 + 𝑥2 + 𝑧𝑦 − 0 = 0

e𝑧 ⋅ 𝑧𝑦 + 𝑧𝑦 =−𝑥2
𝑧𝑦 ⋅ (e𝑧 + 1) = −𝑥2

pro e𝑧 ≠ −1 (každý bod splňuje) 𝑧𝑦 =− 𝑥2
e𝑧 + 1

Pro hodnoty parciálních derivací v bodě 𝐵 = [0;1;0] dosadı́me souřadnice bodu.

𝑧𝑥 = − 2𝑥𝑦
e𝑧 + 1 ⇒ 𝑧𝑥(𝐴) = −2 ⋅ 0 ⋅ 1e0 + 1 = −02 = 0

𝑧𝑦 = − 𝑥2
e𝑧 + 1 ⇒ 𝑧𝑦(𝐴) = − 02

e0 + 1 = −02 = 0
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2.3. [𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ ; 𝑍 ∈ ℝ] V bodě 𝐶[1;1;1] napište hodnoty všech prvnı́ch
parciálnı́ch derivacı́ 𝑧𝑥(𝐶) a 𝑧𝑦(𝐶) , pokud je rovnicı́

4𝑥2 + 2𝑦2 − 3𝑧2 + 𝑥𝑦 − 𝑦𝑧 + 𝑥 − 4ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
𝐹(𝑥;𝑦;𝑧)

= 0

určena implicitnı́ funkce 𝑧 = 𝑧(𝑥; 𝑦) .

Napřed ověřı́me prvnı́ podmı́nku, zda souřadnice bodu 𝐶 vyhovujı́ zadané rovnici:

4 ⋅ 12 + 2 ⋅ 12 − 3 ⋅ 12 + 1 ⋅ 1 − 1 ⋅ 1 + 1 − 4 = 0

Potom spočı́táme prvnı́ parciální derivace.

𝐹𝑥 = 8𝑥 + 𝑦 + 1 derivace 𝐹𝑥 je spojitá ∀𝑥; 𝑦
𝐹𝑦 = 4𝑦 + 𝑥 − 𝑧 derivace 𝐹𝑦 je spojitá ∀𝑥; 𝑦; 𝑧
𝐹𝑧 = −6𝑧 − 𝑦 derivace 𝐹𝑧 je spojitá ∀𝑦; 𝑧 a 𝐹𝑧(𝐶) = −7 ≠ 0

V okolı́ bodu 𝐶 uvedená rovnice implicitně vyjadřuje funkci 𝑧(𝑥; 𝑦) .

Parciální derivace budeme počı́tat jako derivace složené funkce, kde 𝑧(𝑥; 𝑦) :

൫4𝑥2 + 2𝑦2 − 3𝑧2 + 𝑥𝑦 − 𝑦𝑧 + 𝑥 − 4൯′ = (0)′

𝑧𝑥 ∶ (4𝑥2)𝑥 + (2𝑦2)𝑥 − (3𝑧2)𝑥 + (𝑥𝑦)𝑥 − (𝑦𝑧)𝑥 + (𝑥)𝑥 − (4)𝑥 = (9)𝑥
8𝑥 + 0 − 6𝑧 ⋅ 𝑧𝑥 + 𝑦 − 𝑦 ⋅ 𝑧𝑥 + 1 − 0 = 0

8𝑥 + 𝑦 + 1 = 6𝑧𝑧𝑥 + 𝑦𝑧𝑥
8𝑥 + 𝑦 + 1 = 𝑧𝑥 ⋅ (6𝑧 + 𝑦)

pro 𝑦 ≠ −6𝑧 (bod 𝐶 splňuje) 8𝑥 + 𝑦 + 1
6𝑧 + 𝑦 = 𝑧𝑥

𝑧𝑦 ∶ (4𝑥2)𝑦 + (2𝑦2)𝑦 − (3𝑧2)𝑦 + (𝑥𝑦)𝑦 − (𝑦𝑧)𝑦 + (𝑥)𝑦 − (4)𝑦 = (9)𝑦
0 + 4𝑦 − 6𝑧 ⋅ 𝑧𝑦 + 𝑥 − (1 ⋅ 𝑧 + 𝑦 ⋅ 𝑧𝑦) + 0 − 0 = 0

4𝑦 + 𝑥 − 𝑧 = 6𝑧𝑧𝑦 + 𝑦𝑧𝑦
4𝑦 + 𝑥 − 𝑧 = 𝑧𝑦 ⋅ (6𝑧 + 𝑦)

pro 𝑦 ≠ −6𝑧 (bod 𝐶 splňuje) 4𝑦 + 𝑥 − 𝑧
6𝑧 + 𝑦 = 𝑧𝑦

Pro hodnoty parciálních derivací v bodě 𝐶 = [1;1;1] dosadı́me souřadnice.

𝑧𝑥 =
8𝑥 + 𝑦 + 1
6𝑧 + 𝑦 ⇒ 𝑧𝑥(𝐶) =

8 ⋅ 1 + 1 + 1
6 ⋅ 1 + 1 = 10

7

𝑧𝑦 =
4𝑦 + 𝑥 − 𝑧
6𝑧 + 𝑦 ⇒ 𝑧𝑦(𝐶) =

4 ⋅ 1 + 1 − 1
6 ⋅ 1 + 1 = 4

7
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2.4. [𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ ; 𝑍 ∈ ℝ] V bodě 𝐷 = [0;0;1] napište hodnoty všech prvnı́ch
parciálnı́ch derivacı́ 𝑧𝑥(𝐷) a 𝑧𝑦(𝐷) , pokud je rovnicı́

3𝑥𝑦𝑧 − 𝑧3 + 1ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
𝐹(𝑥;𝑦;𝑧)

= 0

určena implicitnı́ funkce 𝑧 = 𝑧(𝑥; 𝑦) .

Napřed ověřı́me prvnı́ podmı́nku, zda souřadnice bodu 𝐷 vyhovujı́ zadané rovnici:
3 ⋅ 0 ⋅ 0 ⋅ 1 − 13 + 1 = 0

Potom spočı́táme prvnı́ parciální derivace.

𝐹𝑥 = 3𝑦𝑧 derivace 𝐹𝑥 je spojitá ∀𝑦; 𝑧
𝐹𝑦 = 3𝑥𝑧 derivace 𝐹𝑦 je spojitá ∀𝑥; 𝑧
𝐹𝑧 = 3𝑥𝑦 − 3𝑧2 derivace 𝐹𝑧 je spojitá ∀𝑥; 𝑦; 𝑧 a 𝐹𝑧(𝐷) = −3 ≠ 0

V okolı́ bodu 𝐷 uvedená rovnice implicitně vyjadřuje funkci 𝑧(𝑥; 𝑦) .

Parciální derivace budeme počı́tat jako derivace složené funkce, kde 𝑧(𝑥; 𝑦) :

൫3𝑥𝑦𝑧 − 𝑧3 + 1൯′ = (0)′

𝑧𝑥 ∶ 3𝑦 ⋅ (𝑥𝑧)𝑥 − (𝑧3)𝑥 + (1)𝑥 = (0)𝑥
3𝑦 ⋅ (1 ⋅ 𝑧 + 𝑥 ⋅ 𝑧𝑥) − (3𝑧2 ⋅ 𝑧𝑥) + 0 = 0

3𝑦𝑧 = 3𝑧2𝑧𝑥 − 3𝑥𝑦𝑧𝑥
3𝑦𝑧 = 𝑧𝑥 ⋅ (3𝑧2 − 3𝑥𝑦)

pro 𝑥𝑦 ≠ 𝑧2 (bod 𝐷 splňuje) 3𝑦𝑧
3𝑧2 − 3𝑥𝑦 = 𝑧𝑥

𝑧𝑦 ∶ 3𝑥 ⋅ (𝑦𝑧)𝑦 − (𝑧3)𝑦 + (1)𝑦 = (0)𝑦
3𝑥 ⋅ (1 ⋅ 𝑧 + 𝑦 ⋅ 𝑧𝑦) − (3𝑧2 ⋅ 𝑧𝑦) + 0 = 0

3𝑥𝑧 = 3𝑧2𝑧𝑦 − 3𝑥𝑦𝑧𝑦
3𝑥𝑧 = 𝑧𝑦 ⋅ (3𝑧2 − 3𝑥𝑦)

pro 𝑥𝑦 ≠ 𝑧2 (bod 𝐷 splňuje) 3𝑥𝑧
3𝑧2 − 3𝑥𝑦 = 𝑧𝑦

Pro hodnoty parciálních derivací v bodě 𝐷 = [0;0;1] dosadı́me souřadnice.

𝑧𝑥 =
3̸ ⋅ 𝑦𝑧

3̸ ⋅ (𝑧2 − 𝑥𝑦)
⇒ 𝑧𝑥(𝐷) =

0 ⋅ 1
12 − 0 ⋅ 0 = 0

𝑧𝑦 =
3̸ ⋅ 𝑥𝑧

3̸ ⋅ (𝑧2 − 𝑥𝑦)
⇒ 𝑧𝑦(𝐷) =

0 ⋅ 1
12 − 0 ⋅ 0 = 0
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