FAST - BA0O2: Tecnd rovina a normadla plochy str.1 z E
Vyjadtuje-li rovnice F(x,y,z) =0 vbodé A implicitné néjakou funkci (kterad popi-
suje plochu), pak normalovy vektor k této ploSe vbodé <A ma tvar

it = (F.(A); F, (A); F,(A))

1. [xeER; yeER; z€eR] Vbodé A opidorysu A; = [1; —2] napiSte (pokud
existuji) rovnice te¢né roviny a normaly ke grafu funkce

flx,y):z=6xy?—2x3—3y3.
Napred dopocitdme z-tovou souradnici bodu,
z=6-1-(-2)2-2-(1)3-3-(-2)3=46 = A=]1;,-2;46]
potom funkci upravime na tvar F(x;y;z) =0 aspocitame prvni parcialni derivace.
F:6xy?—2x3-3y3—2z=0

Pokud jsou vSechny ti'i F, F,, F, v okolibodu A spojité a navic hodnota F;(4) # 0,
pak existuje v tomto bodé k ploSe (funkce dané implicitn€) te¢na rovina.

E, = 6y? — 6x? F.(A) = 18
E, =12xy — 9y? F,(A) = —60 normalovy vektor 7 = (18;—60;—1)
F,=-1 E,(A)=-1

Parametrické rovnice normaly: x=1+ 18p
y=—-2-60p
z=46—p

Obecna rovnice te¢né roviny: 18- (x—1)—60-(y+2)—1-(z—46) =0

18x — 60y —z—92=0

Brno 2019 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST - BA0O2: Tecnd rovina a normadla plochy str.2 z E

2. [xeR;yeR; zeR] Vbodé B =[—1;y5;5] napiste (pokud existuji)
rovnice tecné roviny a normaly ke grafu funkce
kdyZ souradnice yz; >0 .

floy):z=x*+y%.
Napred dopocitame y-novou souradnici bodu,
5=(-1)2+y? =Sy,=+V4 = B=[-1;2;5]
potom funkci upravime na tvar F(x;y;z) =0 a spocitame prvni parcidlni derivace.
F:x?+y?—2z=0

Pokud jsou vSechny ti'i F, F, F, v okoli bodu B spojité a navic hodnota F,(B) # 0,
pak existuje v tomto bodé ke grafu (funkce dané implicitné) te¢na rovina.

E,=2x  F.(B)=-2
E, =2y E,(B) =4 normalovy vektor 7 = (—2;4;—1)
F,=-1 FE(B)=-1

Parametrické rovnice normaly: x=-1-— Zp
y=2+4p
z=5-p

Obecna rovnice te¢né roviny: —2-(x+1)+4-(y—2)—1-(z—=5)=0

2x—4y+z+5=0
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FAST - BA0O2: Tecnd rovina a normadla plochy str. 3 z E
3. [xeER;yeR; zeR] Vbodé C =[3;1;?] napiSte (pokud existuji) rovnice
tec¢né roviny a normaly plochy (pokud jde o plochu)
F(x,y,z) :x2—y?—4z=0.
Napred dopocitdme z-tovou souradnici bodu,
3)2-(1)%?—-4z=0 = C=1[3;12]
a potom spocitame prvni parcidlni derivace.

Pokud jsou vSechny tfi F, Fy, F, v okolibodu C spojité a navic hodnota F,(C) # 0,
pak existuje v tomto bodé ke grafu (funkce dané implicitné) te¢na rovina.

E, = 2x E.(C) =6
E, = =2y E,(C)=-2 normalovy vektor 7 = (6; —2;—4) =2-(3;—1;-2)
E, =—4 E,(C) = —4

Parametrické rovnice normaly: x =3+ 3p
y=1-p
z=2-—2p

Obecna rovnice te¢néroviny: 3-(x—3)—-1-(y—-1)—2-(z—-2)=0

3x—y—2z—4=0
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FAST - BA0O2: Tecnd rovina a normadla plochy str.4 z E

4. [xeR; yeR; z€R] Vbodé D = [1;—1;1] napiSte (pokud existuji) rovnice
te¢né roviny a normaly plochy
(pokud jde o plochu) dané rovnici:

x2+y2+22=2—-xyz.
Napred do rovnice dosadime souradnice bodu,
D2+ (-1D?*+(1)?=2-(1)-(-1)- (1) = souradnice bodu vyhovuji rovnici.
Potom funkci upravime natvar F(x;y;z) =0 aspocitame prvni parcidlni derivace.
F:x?+y2+z2+xyz—2=0

Pokud jsou vSechny tfi F,, F,, F, v okolibodu D spojité a navic hodnota F,(D) # 0,
pak existuje v tomto bodé ke grafu (funkce dané implicitné) te¢na rovina.

F,=2x+yz E(D)=1
F, =2y +xz F,(D) = -1 normalovy vektor n=(1-11)
F,=2z4+xy FE@D)=1

Parametrické rovnice normaly: x=1+ P
y=-1-p
z=1+p

Obecna rovnice tecnéroviny: 1-(x—1)—-1-(y+1)+1-(z—-1)=0

x—y+z—3=0
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FAST - BA0O2: Tecnd rovina a normadla plochy str.5 z E

Vbodé E =[1;1;—1] napiSte (pokud existuji)
rovnice tecné roviny a normaly plochy
(pokud jde o plochu) dané rovnici:

5. [x € R\{0}; y e R\{0}; z € R]

F(x z)'£+z+z3+xz=0
Y y X y .
Napred do rovnice dosadime soutradnice bodu,

1

Potom spocitame prvni parcidlni derivace.
Pokud jsou vSechny ti'i F, F,, F, v okolibodu E spojité a navic hodnota F,(E) # 0,

pak existuje v tomto bodé ke grafu (funkce dané implicitné) te¢na rovina.

1 1
+ 1 +(-1)3+1)-(1)-(-1) =0 = souradnice bodu vyhovuji rovnici.

1 -
Fx=;+x—f+yz F(E) = -1

E, = ;—f + % + xz E,(E) = -1 normalovy vektor n=(—1,-1;4)
E, =3z% + xy FE,(E) =4
Parametrické rovnice normaly: x=1- p

y=1-p

z=—-1+4p

Obecna rovnice tecnéroviny: —1-(x—1)—-1-(y—-1)+4-(z+1)=0

xX+y—4z—-6=0
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FAST - BA0O2: Tecnd rovina a normadla plochy str. 6 z E

6. [xeER; yeR; zeR] Vbodé G =[—1;3;—9] napiSte (pokud existuji)
rovnice tecné roviny a normaly plochy
(pokud jde o plochu) dané rovnici:

xyz = 27 .
Napred do rovnice dosadime souradnice bodu,
(=1)-(3):(-9) =27 = souradnice bodu vyhovuji rovnici.
Potom funkci upravime natvar  F(x;y;z) =0 aspocitame prvni parcidlni derivace.
F:xyz—27=0

Pokud jsou vSechny tfi F, F,, F, vokolibodu G spojité a navic hodnota F,(G) # 0,
pak existuje v tomto bodé ke grafu (funkce dané implicitné) te¢na rovina.

F, =yz E.(G) = =27
E, = xz E,(G)=9 normalovy vektor n=-3-(9;-3;1)
E, =xy F,(G) = -3

Parametrické rovnice normaly: x=-1+ 9p
y=3-3p
z=-94+p

Obecna rovnice tecnéroviny: 9-(x+1)—-3-(y—-3)+1-(z+9) =0

9% —-3y+z+27=0
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FAST - BA0O2: Tecnd rovina a normadla plochy str. 7 z E

7. [xeR;yeR; zeR] Vbodé H =|[2;3;4] napiste (pokud existuji)
rovnice tecné roviny a normaly plochy
(pokud jde o plochu) dané rovnici:

x3+y3+23-3xyz—27=0.
Napred do rovnice dosadime souradnice bodu,

gi+ §j +f_Li— 3:(2)-(3)-(4)—27=0 = souradnice bodu vyhovuji rovnici.
8 27 64 =3

Potom spocitame prvni parcidlni derivace.
Pokud jsou vSechny tfi F,, F,, F, v okolibodu H spojité a navic hodnota F,(H) # 0,
pak existuje v tomto bodé ke grafu (funkce dané implicitné) te¢na rovina.

F,=3x?>—-3yz  FE.(H)=-24
F,=3y*=3xz  F,(H)=3 normalovy vektor n=-3-(8—-1;,-10)
F, = 3z% — 3xy E,(H) = 30

Parametrické rovnice normaly: x=2+ 8p
y=3-p
z=4-10p

Obecna rovnice te¢né roviny: 8- (x—2)—1-(y—3)—10-(z—4)=0

8x—y—10z+27=0

Brno 2019 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST - BA0O2: Tecnd rovina a normadla plochy str. 8 z E

8. [xeR; yeR; zeR] Vbodé L =1[1;0;1] napiSte (pokud existuji)
rovnice tecné roviny a normaly plochy
(pokud jde o plochu) dané rovnici:

(x2+y2 + 22)2 =2(x? —y? +z%).
Napred do rovnice dosadime souradnice bodu,
(12+ 0% + 12)2 =2(12-0%2+1%) = souradnice bodu vyhovuji rovnici.
Potom funkci upravime natvar F(x;y;z) =0 aspocitame prvni parcidlni derivace.
Fi(x?+y%+22) —2x% +2y2 — 222 = 0

Pokud jsou vSechny tfi F, F,, F, v okolibodu L spojité a navic hodnota F,(L) # 0,
pak existuje v tomto bodé ke grafu (funkce dané implicitné) te¢na rovina.

E,=2-(x>+y%+2%)-2x —4x E (L) =4

F,=2-(x*+y*+2%)-2y+4y E()=0 norm. vekt. 7 =4-(1;0;1)
E,=2-(x*+y%2+2%)-2z—4z E(L) =4

Parametrické rovnice normaly: x=1+ P
y=0
z=1+p

Obecna rovnice tecnéroviny: 1-(x—1)+0-(y—-0)+1-(z—-1)=0

x+z—2=0
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FAST - BA0O2: Tecnd rovina a normadla plochy str. 9 z E

9. [x € R\{0}; ye R\{0}; z e R] Najdéte rovnici tecné roviny 7 plochy
1
f(x'y)'z_xy'

ktera je rovnobéZzna srovinou x+y+z—8=0 = normdlovyvektor 7= (1;1;1).

Funkci upravime na tvar F(x;y;z) =0 aproboddotyku T = [xg; yr;zr] spoci-
tame prvni parcidlni derivace.

F:xyz—1=0

E, =yz E(T)=1
F, = xz E,(T)=1
FE=xy FET)=1

ReSenim nasledujici systému tii rovnic o tfech neznamych:

yrozr=1 = YT:%
1
xr-zp =1 = xT=;
1 1 )
xr-yr =1 = ;.;:1 = 1=zt > ZTl;Zzil

dostavame dva mozné body dotyku: ,=[L11 a T,=[-1,-1,-1].

Po dosazeni souradnic téchto bodi do rovnice plochy je ziejmé, Ze bod T, na plose
nelezi, kdeZto bod T; na plose leZi.

1 1
— T, :

hie =97 TP e

Obecna rovnice tecnéroviny 7 vbodé T7;: (x—1)+(y—-1)+(z—-1)=0

x+y+z—3=0
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