
FAST – BA002: Integrál s goniometrickými funkcemi v argumentu

1. Najděte neurčitý integrál න 1
1 + sin2 𝑥

d𝑥 𝐷(𝑓) = ℝ

1.1. SubsƟtuce tg 𝑥 = 𝑡

V pravoúhlém trojúhelnı́ku pro úhel 𝑥 je: tg 𝑥 = 𝑡
1

Tı́m máme stanoveny velikosti obou odvěsen.
Velikost přepony určı́me podle Pythagorovy věty.
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1

𝑡

𝑥

√1 +
𝑡ଶ

න 1
1 + sinଶ 𝑥

d𝑥 =
tg 𝑥 = 𝑡 𝑥 = arctg 𝑡

sin 𝑥 = 𝑡
√1 + 𝑡ଶ

d𝑥 = 1
1 + 𝑡ଶ d𝑡

¹ = න 1
1 + ௧మ

ଵା௧మ
⋅ 1
1 + 𝑡ଶ d𝑡 =

= න 1
(1 + 𝑡ଶ) + 𝑡ଶ

1 + 𝑡ଶ
⋅ 1
1 + 𝑡ଶ d𝑡 = න 1 + 𝑡ଶ

(1 + 𝑡ଶ) + 𝑡ଶ ⋅
1

1 + 𝑡ଶ d𝑡 = න 1
1 + 2 𝑡ଶ d𝑡 =

1.2. SubsƟtuce 𝑡 = 𝑠
√2

= න 1
1 + 2 𝑡ଶ d𝑡 =

𝑡 = 𝑠
√2

= 𝜑(𝑠)

𝑠 = √2 𝑡 = 𝜑ିଵ(𝑠)

d𝑡 = 1
√2

d𝑠

= න 1

1 + 2 ⋅ ቆ 𝑠
√2

ቇ
ଶ ⋅

1
√2

d𝑠 = 1
√2

න 1
1 + 𝑠ଶ d𝑠 =

= 1
√2

arctg 𝑠 = 1
√2

arctg (√2 𝑡) = 1
√2

arctg (√2 tg 𝑥) + konst.

Tedy න 1
1 + sin2 𝑥

d𝑥 = 1
√2

arctg (√2 tg 𝑥) + konst.

¹ Pokud ୲୥ ௫ ୀ ௧ a požadujeme vyjádřit ௫ (v závislosti na ௧),
tak funkce ୲୥ ௫ nenı́ prostá na celém svém deϐiničnı́m oboru.
Proto k nı́ neexistuje inverznı́ funkce. Pro každý „kousek“
je inverznı́ funkce jiná (viz pravý sloupec), ale derivace
ୢ௫
ୢ௧ ୀ ଵ

ଵ ା ௧మ je stejná pro libovolné ௫ (∀௫) .

௫ ∈ (షయಘమ ; షಘమ ) ∶ ௫ ୀ ୟ୰ୡ୲୥ ௧ ି ஠

௫ ∈ (షಘమ ; ಘమ ) ∶ ௫ ୀ ୟ୰ୡ୲୥ ௧

௫ ∈ (ಘమ ;
యಘ
మ ) ∶ ௫ ୀ ୟ୰ୡ୲୥ ௧ ା ஠

atd.
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FAST – BA002: Integrál s goniometrickými funkcemi v argumentu

2. Najděte neurčitý integrál නsin2 𝑥 d𝑥 𝐷(𝑓) = ℝ

Zde je několik způsobů řešenı́:

2.1. SubsƟtuce tg 𝑥
2 = 𝑡

V pravoúhlém trojúhelnı́ku pro úhel ௫ଶ je: tg ௫
ଶ =

𝑡
1

Tı́m máme stanoveny velikosti obou odvěsen.
Velikost přepony určı́me podle Pythagorovy věty.

����������������

1

𝑡

𝑥/2

√1 +
𝑡ଶ

නsinଶ 𝑥 d𝑥 =

tg ௫
ଶ = 𝑡 𝑥 = 2 arctg 𝑡

sin 𝑥 = 2 𝑡
1 + 𝑡ଶ d𝑥 = 2

1 + 𝑡ଶ d𝑡

sin 2𝛼 = 2 sin 𝛼 cos 𝛼 sin 𝑥 = sin ቀ2௫ଶቁ

= නቆ 2 𝑡
1 + 𝑡ଶቇ

ଶ
⋅ 2
1 + 𝑡ଶ d𝑡 =

= න 8 𝑡ଶ
(1 + 𝑡ଶ)ଷ d𝑡 = න 8

(1 + 𝑡ଶ)ଶ d𝑡ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
𝒜

+න −8
(1 + 𝑡ଶ)ଷ d𝑡 = arctg 𝑡 + 4 𝑡

1 + 𝑡ଶ −
3 𝑡ଷ + 5 𝑡
(1 + 𝑡ଶ)ଶ + 𝐾

Vrátit původnı́ proměnnou!

2.1.1. 𝒜 = න 8
(1 + 𝑡ଶ)ଶ d𝑡 = 4 arctg 𝑡 + 4 𝑡

1 + 𝑡ଶ + konst.

න 8
1 + 𝑡ଶ d𝑡 =

𝑢 = 1
1 + 𝑡ଶ 𝑣ᇱ = 8

𝑢ᇱ = −2 𝑡
(1 + 𝑡ଶ)ଶ 𝑣 = 8 𝑡

= 8 𝑡
1 + 𝑡ଶ −න −16 𝑡ଶ

(1 + 𝑡ଶ)ଶ d𝑡

Po rozkladu na parciálnı́ zlomky ⟹ 8𝑡
1 + 𝑡ଶ −නቈ 16

(1 + 𝑡ଶ)ଶ −
16

1 + 𝑡ଶ ቉ d𝑡

න 8
1 + 𝑡ଶ d𝑡 =

8 𝑡
1 + 𝑡ଶ − 2න 8

(1 + 𝑡ଶ)ଶ d𝑡 + න 16
1 + 𝑡ଶ d𝑡

8න 1
1 + 𝑡ଶ d𝑡 =

8 𝑡
1 + 𝑡ଶ − 2𝒜 + 16න 1

1 + 𝑡ଶ d𝑡

2𝒜 = 8 𝑡
1 + 𝑡ଶ + 8න 1

1 + 𝑡ଶ d𝑡

𝒜 =…
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FAST – BA002: Integrál s goniometrickými funkcemi v argumentu

2.1.2. Analogicky

න −8
(1 + 𝑡ଶ)ଷ d𝑡 = −3 arctg 𝑡 − 24 𝑡ଷ

8 𝑡ସ + 16 𝑡ଶ + 8 −
4 𝑡

8 𝑡ସ + 16 𝑡ଶ + 8 + konst.

2.2. SubsƟtuce tg 𝑥 = 𝑡 (viz první příklad)

∫ sinଶ 𝑥 d𝑥 =
tg 𝑥 = 𝑡 𝑥 = arctg 𝑡

sin 𝑥 = 𝑡
√1 + 𝑡ଶ

d𝑥 = 1
1 + 𝑡ଶ d𝑡

= න 𝑡ଶ
1 + 𝑡ଶ ⋅

1
1 + 𝑡ଶ d𝑡 = න 𝑡ଶ

(1 + 𝑡ଶ)ଶ d𝑡 =

= න (𝑡ଶ + 1) − 1
(1 + 𝑡ଶ)ଶ d𝑡 = න (𝑡ଶ + 1)

(1 + 𝑡ଶ)ଶ d𝑡−න
1

(1 + 𝑡ଶ)ଶ d𝑡 = න 1
1 + 𝑡ଶ − ቊ výpočet integrálu𝒜

na předchozı́ straně ቋ =

= 1
2 arctg 𝑡 −

𝑡
2(1 + 𝑡ଶ) + 𝐾 = 1

2 arctg ( tg 𝑥) −
tg 𝑥

2(1 + tg ଶ𝑥) + 𝐾

2.3. Per partes

∫ sinଶ 𝑥 d𝑥 =
𝑢 = sin 𝑥 𝑣ᇱ = sin 𝑥
𝑢ᇱ = cos 𝑥 𝑣 = −cos 𝑥

= sin 𝑥(− cos 𝑥) − ∫ cos 𝑥(− cos 𝑥) d𝑥 =

= −sin 𝑥 cos 𝑥 + ∫ cosଶ 𝑥 d𝑥 = −sin 𝑥 cos 𝑥 + ∫(1 − sinଶ 𝑥) d𝑥

∫ sinଶ 𝑥 d𝑥 = −sin 𝑥 cos 𝑥 + ∫1d𝑥 − ∫ sinଶ 𝑥 d𝑥

2∫ sinଶ 𝑥 d𝑥 = −sin 𝑥 cos 𝑥 + 𝑥 + konst.

∫ sinଶ 𝑥 d𝑥 = −12 sin 𝑥 cos 𝑥 +
1
𝑥 + 𝐾

2.4. Vzorec sin2 𝑥 = 1 − cos 2𝑥
2

∫ sinଶ 𝑥 d𝑥 = න 1 − cos 2𝑥
2 d𝑥 = 1

2 න d𝑥 − 1
2 නcos 2𝑥𝑑𝑥 = 𝑥

2 − 1
2 නcos 2𝑥𝑑𝑥 =
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=

2𝑥 = 𝑡

𝑥 = 𝑡
2

d𝑥 = 1
2 d𝑡

= 𝑥
2 − 1

2 නcos ൬2 𝑡2൰
1
2 d𝑡 =

𝑥
2 − 1

4 නcos 𝑡 d𝑡 = 𝑥
2 − 1

4 sin 𝑡 + konst. =

= 𝑥
2 − 1

4 sin 2𝑥 + 𝐾

2.4.1. Odvození vzorce, když
cos 2 𝑥 = cosଶ 𝑥 − sinଶ 𝑥

1 = sinଶ 𝑥 + cosଶ 𝑥

cos 2 𝑥 = cosଶ 𝑥 − sinଶ 𝑥

cos 2 𝑥 = (1 − sinଶ 𝑥) − sinଶ 𝑥

cos 2 𝑥 = 1 − 2 sinଶ 𝑥

2 sinଶ 𝑥 = 1 − cos 2 𝑥

sinଶ 𝑥 = ଵିୡ୭ୱଶ௫
ଶ
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