
FAST – BA002: Určitý integrál bez ověřování podmínek

Stanovte hodnotu určitého integrálu
π

න
0

1
1 + sin2 𝑥

d𝑥

když víte: න 1
1 + sin2 𝑥

d𝑥 = 1
√2

arctg (√2 tg 𝑥) + konst.

Správnost primitivnı́ funkce (neurčitého integrálu) si můžete ověřit derivovánı́m nebo
použijte MAW a poté zvolte Pomoc s hledáním primitivní funkce. Deϐiničnı́m oborem
integrované funkce jsou všechna reálná čı́sla.

1. Nekorektní použití základní věty integrálního počtu ¹
π

න
0

1
1 + sin2 𝑥

d𝑥 = ቈ 1
√2

arctg (√2 tg 𝑥)቉
π

0
= 1

√2
arctg (√2 tgπ) − 1

√2
arctg (√2 tg 0) =

= 1
√2

arctg (√2 ⋅ 0) − 1
√2

arctg (√2 ⋅ 0) = 0 (tento výsledek dává výše zmı́něnýMAW)

Ovšem!
1. Zadaná funkce, kterou integrujeme, je kladná.
2. U kladné funkce určitým integrálem počı́táme plošný

obsah, ohraničený touto funkcı́ a osou 𝑥
3. A tento plošný obsah nenı́ (viz obrázek) roven NULE!

2. Primitivní funkce je nespojitá ² pro 𝑥 = π
2

π

න
0

1
1 + sin2 𝑥

d𝑥 =

π
2

න
0

1
1 + sin2 𝑥

d𝑥 +
π

න
π
2

1
1 + sin2 𝑥

d𝑥 =

= ቎ lim
𝑥→π

2
−

1
√2

arctg (√2 tg 𝑥) − lim
𝑥→0+

1
√2

arctg (√2 tg 𝑥)቏+

+ ቎ lim
𝑥→π−

1
√2

arctg (√2 tg 𝑥) − lim
𝑥→π

2
+

1
√2

arctg (√2 tg 𝑥)቏ =

= 1
√2

൬ lim
𝑎→∞

arctg𝑎 − arctg 0 + arctg 0 − lim
𝑏→−∞

arctg 𝑏൰ = 1
√2

൤π2 − 0 + 0 − ൬−π
2൰൨ =

= π
√2

≐ 2,22 (tento výsledek dává např.WolframAlpha)

¹ Podle Poznámky 2.3. na straně 6 skript (Daněček, J., Dlouhý, O., Přibyl, O.:Matematika Imodul 8 určitý
integrál. Brno : Akademické nakladatelstvı́ CERM, s. r. o., 2007, 50 s. ISBN 978–80–7204–525–9), musı́
být primitivnı́ funkce na uzavřeném intervalu ⟨0; π⟩ spojitá, jinak nejsme oprávněni následujı́cı́ postup
∫π0 𝑓(𝑥) d𝑥 = [𝐹(𝑥)]π0 = 𝐹(π) − 𝐹(0) použı́t.

² Nejdřıv́e využijeme aditivnosti integrálu (ve vhodném bodě jej rozdělı́me na dva) a potom budeme po‑
stupovat podle Deϐinice 2.2. tamtéž: ∫𝑏𝑎 𝑓(𝑥) d𝑥 = [𝐹(𝑥)]𝑏𝑎 = lim

𝑥→𝑏−
𝐹(𝑥) − lim

𝑥→𝑎+
𝐹(𝑥)
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http://um.mendelu.cz/maw/definite/definite.php?lang=cs&ip=&referer=http%3A%2F%2Fum.mendelu.cz%2Fmaw-html%2Fmenu.php%3Flang%3Dcs&funkce=1%2F%281%2B%28sin%28x%29%29%5E2%29&a=0&b=pi&output=html&output2=html&output3=pdf&internal=nosavelog
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http://um.mendelu.cz/maw/definite/definite.php?lang=cs&ip=&referer=http%3A%2F%2Fum.mendelu.cz%2Fmaw-html%2Fmenu.php%3Flang%3Dcs&funkce=1%2F%281%2B%28sin%28x%29%29%5E2%29&a=0&b=pi&output=html&output2=html&output3=pdf&internal=nosavelog
https://www.wolframalpha.com/input/?i=integrate+1%2F%281%2B%28sin%28x%29%29%5E2%29+dx+from+x%3D0+to+pi
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1. [𝑥 ∈ (−1 ; ∞)]
2

න
−1

1
√𝑥 + 1

d𝑥 =
2

න
−1

(𝑥 + 1)
−1
2 d𝑥 = ൤2 (𝑥 + 1)

1
2 ൨

2

−1
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑥 ∈ ⟨−1 ; ∞) , tedy i pro 𝑥 ∈ ⟨−1 ; 2⟩ , proto

= ൣ2√𝑥 + 1൧
2
−1 = 2√2 + 1 − 2√−1 + 1 = 2√3

2. [𝑥 ∈ (−1 ; ∞)]
∞

න
−1

1
√𝑥 + 1

d𝑥 = ቂ2√𝑥 + 1ቃ
∞

−1
primitivnı́ funkce je spojitá:𝑥 ∈ ⟨−1 ;∞)

= ൣ2√𝑥 + 1൧
∞
−1 = lim

𝑥→∞
൫2√𝑥 + 1൯ − 2√−1 + 1 = ∞− 0 ⟹ integrál neexistuje

(diverguje)

3. [𝑥 ≠ 0; 𝑥 ≠ 1]
2

න
−1

1
𝑥 (𝑥 − 1) d𝑥 =

2

න
−1

ቆ−1𝑥 + 1
𝑥 − 1ቇ d𝑥 = [− ln |𝑥| + ln |𝑥 − 1|]2−1 =

= ቂln ቚ𝑥−1𝑥 ቚቃ
2

−1
primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑥 ∈ (−∞ ; 0)∪ (0 ; 1)∪ (1 ;∞) , proto

2

න
−1

1
𝑥 (𝑥 − 1) d𝑥 =

0

න
−1

1
𝑥 (𝑥 − 1) d𝑥 +

1

න
0

1
𝑥 (𝑥 − 1) d𝑥 +

2

න
1

1
𝑥 (𝑥 − 1) d𝑥 =

= ቈln ቤ𝑥 − 1
𝑥 ቤ቉

0

−1
+ ቈln ቤ𝑥 − 1

𝑥 ቤ቉
1

0
+ ቈln ቤ𝑥 − 1

𝑥 ቤ቉
2

1
=

= ቆ lim
𝑥→0−

ln ቤ𝑥 − 1
𝑥 ቤ − ln ቤ−1 − 1

−1 ቤቇ+

+ቆ lim
𝑥→1−

ln ቤ𝑥 − 1
𝑥 ቤ − lim

𝑥→0+
ln ቤ𝑥 − 1

𝑥 ቤቇ+

+ቆln ቤ2 − 1
2 ቤ − lim

𝑥→1−
ln ቤ𝑥 − 1

𝑥 ቤቇ =

= ∞− ln 2 −∞−∞− ln 2 +∞ ⟹ integrál neexistuje

4. [𝑥 ∈ ℝ]
∞

න
−∞

𝑥
√𝑥2 + 1

d𝑥 =
√𝑥2 + 1 = 𝑦
𝑥2 + 1 = 𝑦2
2 𝑥 d𝑥 = 2𝑦 d𝑦
𝑥 d𝑥 = 𝑦 d𝑦

=
(𝑥=∞)

න
(𝑥=−∞)

𝑦
𝑦 d𝑦 = [𝑦] = ቂඥ𝑥2 + 1ቃ

∞

−∞
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑥 ∈ ℝ , proto

= ቂ√𝑥2 + 1ቃ
∞

−∞
= lim

𝑥→∞
√𝑥2 + 1 − lim

𝑥→−∞
√𝑥2 + 1 = ∞−∞ ⟹ integrál neexistuje
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5. [𝑥 ∈ (0 ;∞)]
1

න
0
ln 𝑥 d𝑥 =

1

න
0
1. ln 𝑥 d𝑥 =

𝑢′ = 1 𝑣 = ln 𝑥
𝑢 = 𝑥 𝑣′ = 1

𝑥
= [𝑥 ln 𝑥]10−

1

න
0
𝑥⋅ 1𝑥 d𝑥 =

= [𝑥 ln 𝑥]10 −
1
∫
0
d𝑥 = [𝑥 ln 𝑥]10 − [𝑥]10 = [𝑥 ln 𝑥 − 𝑥]10 =

primitivnı́ funkce je spojitá pro x ∈(0 ;∞) , tedy i pro 𝑥 ∈ (0 ; 1⟩ , proto

= [𝑥 ln 𝑥 − 𝑥]10 = (1. ln 1ต
0

−1) − lim
𝑥→0+

(𝑥 ln 𝑥 − 𝑥) = (−1) − lim
𝑥→0+

ቌ ln 𝑥
1
𝑥
ቍ − 0 =

= −1 − ൤−∞∞ ൨ =𝑙′𝐻.= −1 − lim
𝑥→0+

(ln 𝑥)′

ቀ1𝑥ቁ
′ − 0 = −1 − lim

𝑥→0+

1
𝑥
−1
𝑥2

= −1 − lim
𝑥→0+

(−𝑥) = −1

6. [𝑥 ≠ 0]
∞

න
3

1
𝑥2 d𝑥 =

∞

න
3
𝑥−2 d𝑥 = [−𝑥−1]∞3 = ቈ−1𝑥 ቉

∞

3
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro x ≠0 , tedy i pro 𝑥 ∈ ⟨3 ;∞) , proto

= ቈ−1𝑥 ቉
∞

3
= lim

𝑥→∞
−1
𝑥 − −1

3 = 1
3

7. [𝑥 ≠ 0]
1

න
−1

1
𝑥2 d𝑥 =

1

න
−1

𝑥−2 d𝑥 = [−𝑥−1]1−1 = ቈ−1𝑥 ቉
1

−1
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro x ≠0 , tedy i pro 𝑥 ∈ ⟨−1 ; 0) ∪ (0 ; 1⟩ , proto

= ቈ−1𝑥 ቉
1

−1
= ቈ−1𝑥 ቉

0

−1
+ቈ−1𝑥 ቉

1

0
= ቆ lim

𝑥→0−
−1
𝑥 − −1

−1ቇ+ቆ−11 − lim
𝑥→0+

−1
𝑥 ቇ = ∞−1−1+∞

⟹ integrál neexistuje

8. [𝑥 ∈ ℝ]
∞

න
−∞

arctg 𝑥
1 + 𝑥2 d𝑥 =

arctg 𝑥 = 𝑦
1

1 + 𝑥2 d𝑥 = d𝑦
=

(𝑥=∞)

න
(𝑥=−∞)

𝑦 d𝑦 = ቈ𝑦
2

2 ቉ = ቈ arctg
2𝑥

2 ቉
∞

−∞
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑥 ∈ ℝ , proto

= ቈ arctg
2𝑥

2 ቉
∞

−∞
= lim

𝑥→∞
arctg 2𝑥

2 − lim
𝑥→−∞

arctg 2𝑥
2 =

ቀπ2ቁ
2

2 −
ቀ−π

2ቁ
2

2 = 0

9. [𝑥 ∈ ℝ]
∞

න
0
𝑥 sin 𝑥 d𝑥 = 𝑢 = 𝑥 𝑣′ = sin 𝑥

𝑢′ = 1 𝑣 = − cos 𝑥 = [𝑥.(− cos 𝑥)]∞0 −
∞

න
0
(− cos 𝑥) d𝑥 =

[𝑥.(− cos 𝑥)]∞0 +[sin 𝑥]∞0 = [𝑥.(− cos 𝑥) + sin 𝑥]∞0 primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑥 ∈ ℝ

proto: [𝑥.(− cos 𝑥) + sin 𝑥]∞0 = lim
𝑥→∞

(−𝑥 cos 𝑥 + sin 𝑥) − (0. cos0ᇣᇤᇥ
1

+ sin 0ᇣᇤᇥ
0

)

ale lim
𝑥→∞

cos 𝑥 NEEXISTUJE ⟹ integrál neexistuje

Brno 2017 RNDr. Veronika Chrastinová, Ph.D., RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.


