
Př́ıklad. Ově̌rte podḿınky existence implicitńı funkce z = f(x, y) v okoĺı bodu P = [x0, y0, z0], je-li f zadána
implicitně rovnićı F (x, y, z) = 0 takto:
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Př́ıklad. Ově̌rte podḿınky existence implicitńı funkce z = f(x, y) v okoĺı bodu P = [x0, y0, z0], je-li f zadána
implicitně rovnićı F (x, y, z) = 0 takto:

a) z3 + 2x2 − y2 = 0, P = [−2, 0, z0];
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c) 3xyz + 1 = z3, P = [0,−1, 1].
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c) 3xyz + 1 = z3, P = [0,−1, 1].

Dále pro každou variantu zadáńı a) až c) postupně najděte
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Dále pro každou variantu zadáńı a) až c) postupně najděte rovnici tečné roviny τ a normály n k ploše z = f(x, y)
v daném bodě P .
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Motivačńı poznámka:
V početńı praxi se velice často setkáváme s plochami, které nejsou zadány explicitně
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pro jednu z neurčitých, nap̌r. y = x2 + z2).

Nejjednoduš̌śım p̌ŕıkladem implicitně zadané plochy je nap̌r. sféra se sťredem v bodě S = [k, l, m] a poloměrem r
popsaná rovnićı:

(x− k)
2

+ (y − l)
2

+ (z −m)
2

= r
2
.
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(x− k)
2

+ (y − l)
2

+ (z −m)
2

= r
2
.

Jak ale hledat tečné roviny a normály takto implicitně zadaných ploch?
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Jak ale hledat tečné roviny a normály takto implicitně zadaných ploch?

Tento p̌ŕıklad nám k tomu dá určitý návod.
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Než p̌ristouṕıme k řešeńı našeho p̌ŕıkladu, p̌ripomeňme si znalosti, které k tomu budeme nezbytně poťrebovat:
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Než p̌ristouṕıme k řešeńı našeho p̌ŕıkladu, p̌ripomeňme si znalosti, které k tomu budeme nezbytně poťrebovat:

Podḿınky existence implicitńı funkce dvou proměnných jsou zcela analogické podḿınkám pro existenci implicitńı funkce
jedné proměnné:

(H1) F (P ) = 0;
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Podḿınky existence implicitńı funkce dvou proměnných jsou zcela analogické podḿınkám pro existenci implicitńı funkce
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x, F ′

y, F ′
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Potom můžeme poč́ıtat parciálńı derivace implicitńı funkce f užit́ım následuj́ıćıch vzorc̊u:
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(H1) F (P ) = 0; (H2) F ′
x, F ′

y, F ′
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Prostudujte si následuj́ıćı nákres, zvláště věnujte pozornost vztahu mezi normálovým vektorem tečné roviny ~nτ

a směrovým vektorem normály ~sn:
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Zopakujme si následuj́ıćı vzorce:
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Zopakujme si následuj́ıćı vzorce:

• Tečná rovina τ k ploše z = f(x, y) v bodě P = [x0, y0, z0] je dána rovnićı:

τ : z − z0 = f
′
x(x0, y0) · (x− x0) + f

′
y(x0, y0) · (y − y0), (2)

neboli jej́ı normálový vektor je ~nτ =
(

f ′x(x0, y0), f ′y(x0, y0), −1
)∗)

;
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(

f ′x(x0, y0), f ′y(x0, y0), −1
)∗)

;

• Normála n k této tečné rovině τ v bodě P = [x0, y0, z0], tj. normála plochy z = f(x, y) má směrový vektor
~sn = ~nτ a tedy můžeme n parametricky zapsat:
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
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y = y0 + t · f ′y(x0, y0),

z = z0 − t,

t ∈ R. (3)
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———————————–
∗) Troška učiva sťredńı školy: Koeficienty obecné rovnice roviny hraj́ı roli souřadnic normálového vektoru této roviny,
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∗) Troška učiva sťredńı školy: Koeficienty obecné rovnice roviny hraj́ı roli souřadnic normálového vektoru této roviny,
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Zopakovali jsme si poťrebnou teorii, a ted’ si ukažme jej́ı aplikaci pro konkrétńım zadáńı:
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rovnićı z3 + 2x2 − y2 = 0 a najděte rovnici tečné roviny τ a normály n k ploše z = f(x, y) v daném bodě P .
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Řešeńı. Všimněte si, že neńı zadána ťret́ı soǔradnice bodu P ; snadno ji ale dopoč́ıtáme z prvńı existenčńı podḿınky.
Označme F (x, y, z) ≡ z3 + 2x2 − y2.
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F
′
x(x, y, z) =

(
z
3

+ 2x
2 − y

2
)′

x
=
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Zopakovali jsme si poťrebnou teorii, a ted’ si ukažme jej́ı aplikaci pro konkrétńım zadáńı:
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F
′
x(x, y, z) =

(
z
3

+ 2x
2 − y

2
)′

x
=

(
z
3 − y

2
)′

x
+ 2

(
x

2
)′

x
= 0 + 2 · 2x = 4x;

F
′
y(x, y, z) =

(
z
3

+ 2x
2 − y

2
)′

y
=

(
z
3

+ 2x
2
)′

y
−

(
y
2
)′

y
= − 2y;

F
′
z(x, y, z) =

(
z
3

+ 2x
2 − y

2
)′

z
=

(
2x

2 − y
2
)′

z
+

(
z
3
)′

z
=
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x
= 0 + 2 · 2x = 4x;

F
′
y(x, y, z) =

(
z
3

+ 2x
2 − y

2
)′

y
=

(
z
3

+ 2x
2
)′

y
−

(
y
2
)′

y
= − 2y;

F
′
z(x, y, z) =

(
z
3

+ 2x
2 − y

2
)′

z
=

(
2x

2 − y
2
)′

z
+

(
z
3
)′

z
= 3z

2
.
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Zopakovali jsme si poťrebnou teorii, a ted’ si ukažme jej́ı aplikaci pro konkrétńım zadáńı:

a) Ově̌rte podḿınky existence implicitńı funkce z = f(x, y) v okoĺı bodu P = [−2, 0, z0], je-li f zadána implicitně
rovnićı z3 + 2x2 − y2 = 0 a najděte rovnici tečné roviny τ a normály n k ploše z = f(x, y) v daném bodě P .

Řešeńı. Všimněte si, že neńı zadána ťret́ı soǔradnice bodu P ; snadno ji ale dopoč́ıtáme z prvńı existenčńı podḿınky.
Označme F (x, y, z) ≡ z3 + 2x2 − y2. Podle (H1) má platit:

F (−2, 0, z0) = 0 =⇒ z0
3

+ 8− 0 = 0 =⇒ z0 = − 3√
8 = − 2,

tedy P = [−2, 0,−2].

Ově̌ŕıme splněný podḿınky (H2), resp. (H3), proto poč́ıtejme parciálńı derivace funkce F :

F
′
x(x, y, z) =

(
z
3

+ 2x
2 − y

2
)′

x
=

(
z
3 − y

2
)′

x
+ 2

(
x

2
)′

x
= 0 + 2 · 2x = 4x;

F
′
y(x, y, z) =

(
z
3

+ 2x
2 − y

2
)′

y
=

(
z
3

+ 2x
2
)′

y
−

(
y
2
)′

y
= − 2y;

F
′
z(x, y, z) =

(
z
3

+ 2x
2 − y

2
)′

z
=

(
2x

2 − y
2
)′

z
+

(
z
3
)′

z
= 3z

2
.

Jak je vidět, funkce F ′
x, F ′

y a F ′
z jsou spojité v okoĺı bodu P , tj. podḿınka (H2) je splněná;
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3
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Jak je vidět, funkce F ′
x, F ′

y a F ′
z jsou spojité v okoĺı bodu P , tj. podḿınka (H2) je splněná; nav́ıc plat́ı

F
′
z(P ) = F

′
z(−2, 0,−2) =
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3
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=
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=
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2
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3
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.

Jak je vidět, funkce F ′
x, F ′

y a F ′
z jsou spojité v okoĺı bodu P , tj. podḿınka (H2) je splněná; nav́ıc plat́ı

F
′
z(P ) = F

′
z(−2, 0,−2) = 3z

2
∣∣∣
z=−2

= 3 · 4 6= 0.

T́ım je existence implicitńı funkce z = f(x, y) v okoĺı daného bodu P zaručena.
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Nyńı p̌ristupme k hledáńı tečné roviny τ a normály n k ploše z = f(x, y) v bodě P .

(5)
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Nyńı p̌ristupme k hledáńı tečné roviny τ a normály n k ploše z = f(x, y) v bodě P . Tyto rovnice źıskáme p̌ŕımým
dosazeńım do vzorc̊u (2) a (3).

(5)
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Nyńı p̌ristupme k hledáńı tečné roviny τ a normály n k ploše z = f(x, y) v bodě P . Tyto rovnice źıskáme p̌ŕımým
dosazeńım do vzorc̊u (2) a (3).

Vyjdeme z p̌redpis̊u pro F ′
x = 4x, F ′

y = −2y a F ′
z = 3z2, které jsme již určili (viz p̌redchoźı strana).

S použit́ı vzorc̊u (1) máme:

f ′x(x, y) =

(5)
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Nyńı p̌ristupme k hledáńı tečné roviny τ a normály n k ploše z = f(x, y) v bodě P . Tyto rovnice źıskáme p̌ŕımým
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x = 4x, F ′

y = −2y a F ′
z = 3z2, které jsme již určili (viz p̌redchoźı strana).

S použit́ı vzorc̊u (1) máme:

f ′x(x, y) = −
4x

3z2
, tedy f ′x(−2, 0) =

(5)
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f ′x(x, y) = −
4x

3z2
, tedy f ′x(−2, 0) = −

−8

12
=

(5)
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S použit́ı vzorc̊u (1) máme:
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=

2

3
;

f ′y(x, y) =

(5)
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=

2

3
;

f ′y(x, y) = −
−2y

3z2
, tedy f ′y(−2, 0) =

0

12
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Dosazeńım do vzorc̊u (2) a (3) máme:

(5)
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−2y

3z2
, tedy f ′y(−2, 0) =

0

12
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Dosazeńım do vzorc̊u (2) a (3) máme:

τ : z + 2 =
2

3
· (x + 2) + 0 · (y − 0)

(5)
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0

12
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Dosazeńım do vzorc̊u (2) a (3) máme:

τ : z + 2 =
2

3
· (x + 2) + 0 · (y − 0)

a po úpravě
τ : 2x− 3z − 2 = 0.

(5)
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=

2

3
;
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−2y
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0

12
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Dosazeńım do vzorc̊u (2) a (3) máme:

τ : z + 2 =
2

3
· (x + 2) + 0 · (y − 0)

a po úpravě
τ : 2x− 3z − 2 = 0. (4)

Poznámka: Všimněte si, že rovina τ je rovnoběžná se souřadnicovou osou y.

(5)
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3
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τ : 2x− 3z − 2 = 0. (4)

Poznámka: Všimněte si, že rovina τ je rovnoběžná se souřadnicovou osou y.

Vektor ~nτ = (2, 0,−3), tj. normálový vektor roviny τ (viz rovnice (4)),

(5)
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Nyńı p̌ristupme k hledáńı tečné roviny τ a normály n k ploše z = f(x, y) v bodě P . Tyto rovnice źıskáme p̌ŕımým
dosazeńım do vzorc̊u (2) a (3).

Vyjdeme z p̌redpis̊u pro F ′
x = 4x, F ′

y = −2y a F ′
z = 3z2, které jsme již určili (viz p̌redchoźı strana).

S použit́ı vzorc̊u (1) máme:

f ′x(x, y) = −
4x

3z2
, tedy f ′x(−2, 0) = −

−8

12
=

2

3
;

f ′y(x, y) = −
−2y

3z2
, tedy f ′y(−2, 0) =

0

12
= 0.

Dosazeńım do vzorc̊u (2) a (3) máme:

τ : z + 2 =
2

3
· (x + 2) + 0 · (y − 0)

a po úpravě
τ : 2x− 3z − 2 = 0. (4)

Poznámka: Všimněte si, že rovina τ je rovnoběžná se souřadnicovou osou y.

Vektor ~nτ = (2, 0,−3), tj. normálový vektor roviny τ (viz rovnice (4)), je zároveň směrovým vektorem normály;
můžeme tedy hned psát (viz také (3)):

(5)
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τ : z + 2 =
2

3
· (x + 2) + 0 · (y − 0)

a po úpravě
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n :


x = −2 + 2t,

y = 0,

z = −2− 3t,

(5)
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b) (Už ve stručnosti.) Je dána rovnice F (x, y, z) ≡ x
z − ln z

y = 0 a bod P = [0, 1, 1].

Existenčńı podḿınky:
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y = 0 a bod P = [0, 1, 1].

Existenčńı podḿınky: (H1) F (0, 1, 1) = 0− ln 1 = 0 plat́ı;
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(H2) F ′
x =

1

z
, F ′

y =
1

y
, F ′

z = −
x

z2
−

1

z
jsou spojité v okoĺı bodu P ;
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Parciálńı derivace (p̌ŕımé dosazeńı do vzorce (1)):
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′
x = −

1
z

− x
z2 −

1
z

∣∣∣∣∣∣
P

=
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y = −
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0− 1
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tedy τ : z − 1 = 1 · (x− 0) + 1 · (y − 1), což po úpravě dává

τ : x + y − z = 0.
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Z p̌redchoźı rovnice (6) ihned urč́ıme směrový vektor normály (viz poznámka na str. 4):
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Z p̌redchoźı rovnice (6) ihned urč́ıme směrový vektor normály (viz poznámka na str. 4):

~sn = (1, 1,−1),
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tedy τ : z − 1 = 1 · (x− 0) + 1 · (y − 1), což po úpravě dává

τ : x + y − z = 0. (6)

Z p̌redchoźı rovnice (6) ihned urč́ıme směrový vektor normály (viz poznámka na str. 4):

~sn = (1, 1,−1),

tedy normála
n : x = t, y = 1 + t, z = 1− t, t ∈ R.
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c) (Nyńı si pro posledńı variantu zadáńı celý postup řešeńı samostatně procvič́ıte.)

Je dána rovnice F (x, y, z) ≡ 3xyz + 1− z3 = 0 a bod P = [0,−1, 1].
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• Užit́ım vzorce (1) určete f ′x(0,−1), resp. f ′y(0,−1). [ Vycháźı f ′x(0,−1) = −1, f ′y(0,−1) = 0.]

• S použit́ım vzorc̊u (2), (3) zapǐste obecnou rovnici tečné roviny τ , resp. normály n plochy z = f(x, y) v daném
bodě P .
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Je dána rovnice F (x, y, z) ≡ 3xyz + 1− z3 = 0 a bod P = [0,−1, 1].

• Samostatně zdůvodněte splněńı existenčńıch podḿınek (H1) až (H3).

• Spočtěte parciálńı derivace dané funkce F . [ Vycháźı F ′x = 3yz, F ′y = 3xz a F ′z = 3xy − 3z2.]

• Užit́ım vzorce (1) určete f ′x(0,−1), resp. f ′y(0,−1). [ Vycháźı f ′x(0,−1) = −1, f ′y(0,−1) = 0.]

• S použit́ım vzorc̊u (2), (3) zapǐste obecnou rovnici tečné roviny τ , resp. normály n plochy z = f(x, y) v daném
bodě P . [ Po úpravě máme τ : x + z − 1 = 0; n : x = t, y = −1, z = 1 + t, t ∈ R.]
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