
Př́ıklad. Najděte absolutńı extrémy funkce f(x, y) = x2 − xy + y2 na množině

M =
{

[x, y] ∈ R2
; |x|+ |y| ≤ 1

}
.
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Př́ıklad. Najděte absolutńı extrémy funkce f(x, y) = x2 − xy + y2 na množině

M =
{

[x, y] ∈ R2
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}
.

Řešeńı. Nejprve graficky znázorńıme množinu M. Vyjdeme z definice absolutńıho hodnoty reálného č́ısla:

|a| :=
{

a pro a ≥ 0;
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|a| :=
{

a pro a ≥ 0;

−a pro a < 0.
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Př́ıklad. Najděte absolutńı extrémy funkce f(x, y) = x2 − xy + y2 na množině

M =
{

[x, y] ∈ R2
; |x|+ |y| ≤ 1

}
.

Řešeńı. Nejprve graficky znázorńıme množinu M. Vyjdeme z definice absolutńıho hodnoty reálného č́ısla:

|a| :=
{

a pro a ≥ 0;

−a pro a < 0.

Při kresleńı množiny M projdeme postupně všechny kvadranty.
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Pro x ≥ 0, y ≥ 0 plat́ı:
|x|+ |y| ≤ 1 ⇐⇒ x + y ≤ 1 ⇐⇒ y ≤ 1− x;
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Pro x ≤ 0, y ≥ 0 plat́ı:
|x|+ |y| ≤ 1 ⇐⇒ −x + y ≤ 1 ⇐⇒ y ≤ 1 + x;
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Pro x ≤ 0, y ≥ 0 plat́ı:
|x|+ |y| ≤ 1 ⇐⇒ −x + y ≤ 1 ⇐⇒ y ≤ 1 + x;
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Pro x ≤ 0, y ≤ 0 plat́ı:

|x|+ |y| ≤ 1 ⇐⇒ −x− y ≤ 1 ⇐⇒ y ≥ −x− 1;
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Pro x ≥ 0, y ≤ 0 plat́ı:
|x|+ |y| ≤ 1 ⇐⇒ x− y ≤ 1 ⇐⇒ y ≥ x− 1;
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Pro x ≥ 0, y ≤ 0 plat́ı:
|x|+ |y| ≤ 1 ⇐⇒ x− y ≤ 1 ⇐⇒ y ≥ x− 1;
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Dohromady tedy máme

Řešeńı rozděĺıme do dvou krok̊u:

• Nejprve urč́ıme stacionárńı body funkce f na ,,vniťrku“ množiny M ;

• Posléze vyšeťŕıme extrémy funkce f vázané na hranici množiny M.

Ze všech takto nalezených bodů vybereme bod (body) absolutńıho maxima, resp. minima.

Poznámka. ,,Vniťrkem“ množiny M rozuḿıme množinu všech vniťrńıch bodů uzav̌rené množiny M , tj. množinu M
s vyloučeńım hranice. Vniťrek množiny M je tedy popsán nerovnost́ı: |x|+ |y| < 1.
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Nejďŕıve urč́ıme stacionárńı body funkce f na vniťrku množiny M (bez jej́ı hranice), pokud existuj́ı.
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Nejďŕıve urč́ıme stacionárńı body funkce f na vniťrku množiny M (bez jej́ı hranice), pokud existuj́ı.

Stacionárńı body muśı splňovat rovnice f ′x = 0, f ′y = 0,
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Nejďŕıve urč́ıme stacionárńı body funkce f na vniťrku množiny M (bez jej́ı hranice), pokud existuj́ı.

Stacionárńı body muśı splňovat rovnice f ′x = 0, f ′y = 0, tedy
f ′x(x, y) ≡

(
x2 − xy + y2

)′
x
≡
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f ′x(x, y) ≡

(
x2 − xy + y2

)′
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Stacionárńı body muśı splňovat rovnice f ′x = 0, f ′y = 0, tedy
f ′x(x, y) ≡

(
x2 − xy + y2

)′
x
≡ 2x− y = 0;

f ′y(x, y) ≡ − x + 2y = 0,
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Nejďŕıve urč́ıme stacionárńı body funkce f na vniťrku množiny M (bez jej́ı hranice), pokud existuj́ı.

Stacionárńı body muśı splňovat rovnice f ′x = 0, f ′y = 0, tedy
f ′x(x, y) ≡

(
x2 − xy + y2

)′
x
≡ 2x− y = 0;

f ′y(x, y) ≡ − x + 2y = 0,

tedy hned dostáváme S1 = [0, 0], f(S1) = 0.
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Nejďŕıve urč́ıme stacionárńı body funkce f na vniťrku množiny M (bez jej́ı hranice), pokud existuj́ı.

Stacionárńı body muśı splňovat rovnice f ′x = 0, f ′y = 0, tedy
f ′x(x, y) ≡

(
x2 − xy + y2

)′
x
≡ 2x− y = 0;

f ′y(x, y) ≡ − x + 2y = 0,

tedy hned dostáváme S1 = [0, 0], f(S1) = 0.

D́ılč́ı výsledek. Na vniťrku množiny M existuje jediný stacionárńı bod vyšeťrované funkce f.
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M .
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M .

Protože nejsme schopni uvažovanou hranici popsat jedinou rovnićı,
budeme ji vyšeťrovat po částech. Jednotlivé strany postupně označme
γ1, γ2, γ3, a γ4.
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M .

Protože nejsme schopni uvažovanou hranici popsat jedinou rovnićı,
budeme ji vyšeťrovat po částech. Jednotlivé strany postupně označme
γ1, γ2, γ3, a γ4.

Vrcholy čtverce z našich úvah prozat́ım vylučme, neboli každou stranu
čtverce M uvažujme jako otev̌renou úsečku (tj. úsečku bez krajńıch
bodů).
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M .

Protože nejsme schopni uvažovanou hranici popsat jedinou rovnićı,
budeme ji vyšeťrovat po částech. Jednotlivé strany postupně označme
γ1, γ2, γ3, a γ4.

Vrcholy čtverce z našich úvah prozat́ım vylučme, neboli každou stranu
čtverce M uvažujme jako otev̌renou úsečku (tj. úsečku bez krajńıch
bodů).

• γ1 : y = 1− x, x ∈ (0, 1);
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M .

Protože nejsme schopni uvažovanou hranici popsat jedinou rovnićı,
budeme ji vyšeťrovat po částech. Jednotlivé strany postupně označme
γ1, γ2, γ3, a γ4.

Vrcholy čtverce z našich úvah prozat́ım vylučme, neboli každou stranu
čtverce M uvažujme jako otev̌renou úsečku (tj. úsečku bez krajńıch
bodů).

• γ1 : y = 1− x, x ∈ (0, 1); f1(x) := f(x, 1− x) = x2 − x(1− x) + (1− x)2 =
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M .
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γ1, γ2, γ3, a γ4.

Vrcholy čtverce z našich úvah prozat́ım vylučme, neboli každou stranu
čtverce M uvažujme jako otev̌renou úsečku (tj. úsečku bez krajńıch
bodů).

• γ1 : y = 1− x, x ∈ (0, 1); f1(x) := f(x, 1− x) = x2 − x(1− x) + (1− x)2 = 3x2 − 3x + 1,
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M .

Protože nejsme schopni uvažovanou hranici popsat jedinou rovnićı,
budeme ji vyšeťrovat po částech. Jednotlivé strany postupně označme
γ1, γ2, γ3, a γ4.

Vrcholy čtverce z našich úvah prozat́ım vylučme, neboli každou stranu
čtverce M uvažujme jako otev̌renou úsečku (tj. úsečku bez krajńıch
bodů).

• γ1 : y = 1− x, x ∈ (0, 1); f1(x) := f(x, 1− x) = x2 − x(1− x) + (1− x)2 = 3x2 − 3x + 1,

f ′1(x) ≡
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M .

Protože nejsme schopni uvažovanou hranici popsat jedinou rovnićı,
budeme ji vyšeťrovat po částech. Jednotlivé strany postupně označme
γ1, γ2, γ3, a γ4.

Vrcholy čtverce z našich úvah prozat́ım vylučme, neboli každou stranu
čtverce M uvažujme jako otev̌renou úsečku (tj. úsečku bez krajńıch
bodů).

• γ1 : y = 1− x, x ∈ (0, 1); f1(x) := f(x, 1− x) = x2 − x(1− x) + (1− x)2 = 3x2 − 3x + 1,

f ′1(x) ≡ 6x− 3 = 0, tedy x = 1
2 ∈ (0, 1);
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M .

Protože nejsme schopni uvažovanou hranici popsat jedinou rovnićı,
budeme ji vyšeťrovat po částech. Jednotlivé strany postupně označme
γ1, γ2, γ3, a γ4.

Vrcholy čtverce z našich úvah prozat́ım vylučme, neboli každou stranu
čtverce M uvažujme jako otev̌renou úsečku (tj. úsečku bez krajńıch
bodů).

• γ1 : y = 1− x, x ∈ (0, 1); f1(x) := f(x, 1− x) = x2 − x(1− x) + (1− x)2 = 3x2 − 3x + 1,

f ′1(x) ≡ 6x− 3 = 0, tedy x = 1
2 ∈ (0, 1); máme daľśı bod podežrelý z extrému: S2 =

[
1
2, 1

2

]
, f(S2) = 1

4 ;
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M .

Protože nejsme schopni uvažovanou hranici popsat jedinou rovnićı,
budeme ji vyšeťrovat po částech. Jednotlivé strany postupně označme
γ1, γ2, γ3, a γ4.

Vrcholy čtverce z našich úvah prozat́ım vylučme, neboli každou stranu
čtverce M uvažujme jako otev̌renou úsečku (tj. úsečku bez krajńıch
bodů).

• γ1 : y = 1− x, x ∈ (0, 1); f1(x) := f(x, 1− x) = x2 − x(1− x) + (1− x)2 = 3x2 − 3x + 1,

f ′1(x) ≡ 6x− 3 = 0, tedy x = 1
2 ∈ (0, 1); máme daľśı bod podežrelý z extrému: S2 =

[
1
2, 1

2

]
, f(S2) = 1

4 ;

• γ2 : y = 1 + x pro x ∈ (−1, 0);
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M .

Protože nejsme schopni uvažovanou hranici popsat jedinou rovnićı,
budeme ji vyšeťrovat po částech. Jednotlivé strany postupně označme
γ1, γ2, γ3, a γ4.

Vrcholy čtverce z našich úvah prozat́ım vylučme, neboli každou stranu
čtverce M uvažujme jako otev̌renou úsečku (tj. úsečku bez krajńıch
bodů).

• γ1 : y = 1− x, x ∈ (0, 1); f1(x) := f(x, 1− x) = x2 − x(1− x) + (1− x)2 = 3x2 − 3x + 1,

f ′1(x) ≡ 6x− 3 = 0, tedy x = 1
2 ∈ (0, 1); máme daľśı bod podežrelý z extrému: S2 =

[
1
2, 1

2

]
, f(S2) = 1

4 ;

• γ2 : y = 1 + x pro x ∈ (−1, 0); f2(x) := f(x, 1 + x) = x2 − x(1 + x) + (1 + x)2 =
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M .

Protože nejsme schopni uvažovanou hranici popsat jedinou rovnićı,
budeme ji vyšeťrovat po částech. Jednotlivé strany postupně označme
γ1, γ2, γ3, a γ4.

Vrcholy čtverce z našich úvah prozat́ım vylučme, neboli každou stranu
čtverce M uvažujme jako otev̌renou úsečku (tj. úsečku bez krajńıch
bodů).

• γ1 : y = 1− x, x ∈ (0, 1); f1(x) := f(x, 1− x) = x2 − x(1− x) + (1− x)2 = 3x2 − 3x + 1,

f ′1(x) ≡ 6x− 3 = 0, tedy x = 1
2 ∈ (0, 1); máme daľśı bod podežrelý z extrému: S2 =

[
1
2, 1

2

]
, f(S2) = 1

4 ;

• γ2 : y = 1 + x pro x ∈ (−1, 0); f2(x) := f(x, 1 + x) = x2 − x(1 + x) + (1 + x)2 = x2 + x + 1,
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M .

Protože nejsme schopni uvažovanou hranici popsat jedinou rovnićı,
budeme ji vyšeťrovat po částech. Jednotlivé strany postupně označme
γ1, γ2, γ3, a γ4.

Vrcholy čtverce z našich úvah prozat́ım vylučme, neboli každou stranu
čtverce M uvažujme jako otev̌renou úsečku (tj. úsečku bez krajńıch
bodů).

• γ1 : y = 1− x, x ∈ (0, 1); f1(x) := f(x, 1− x) = x2 − x(1− x) + (1− x)2 = 3x2 − 3x + 1,

f ′1(x) ≡ 6x− 3 = 0, tedy x = 1
2 ∈ (0, 1); máme daľśı bod podežrelý z extrému: S2 =

[
1
2, 1

2

]
, f(S2) = 1

4 ;

• γ2 : y = 1 + x pro x ∈ (−1, 0); f2(x) := f(x, 1 + x) = x2 − x(1 + x) + (1 + x)2 = x2 + x + 1,

f ′2(x) ≡
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M .
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γ1, γ2, γ3, a γ4.
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budeme ji vyšeťrovat po částech. Jednotlivé strany postupně označme
γ1, γ2, γ3, a γ4.

Vrcholy čtverce z našich úvah prozat́ım vylučme, neboli každou stranu
čtverce M uvažujme jako otev̌renou úsečku (tj. úsečku bez krajńıch
bodů).

• γ1 : y = 1− x, x ∈ (0, 1); f1(x) := f(x, 1− x) = x2 − x(1− x) + (1− x)2 = 3x2 − 3x + 1,

f ′1(x) ≡ 6x− 3 = 0, tedy x = 1
2 ∈ (0, 1); máme daľśı bod podežrelý z extrému: S2 =

[
1
2, 1

2

]
, f(S2) = 1

4 ;

• γ2 : y = 1 + x pro x ∈ (−1, 0); f2(x) := f(x, 1 + x) = x2 − x(1 + x) + (1 + x)2 = x2 + x + 1,

f ′2(x) ≡ 2x + 1 = 0, tedy x = −1
2 ∈ (−1, 0) ⇒ S3 =

[
−1

2, 1
2

]
, f(S3) = 3

4 ;

• γ3 : y = −1−x pro x ∈ (−1, 0); f3(x) := f(x,−1−x) = x2−x(−1−x)+(−1−x)2 = 3x2+3x+1,

f ′3(x) ≡ 6x + 3 = 0, tedy x = −1
2 ∈ (−1, 0) ⇒ S4 =

[
−1

2,−1
2

]
, f(S4) = 1

4 ;

• γ4 : y = −1 + x pro x ∈ (0, 1); f4(x) := f(x,−1 + x) = x2− x(−1 + x) + (−1 + x)2 = x2− x + 1,

f ′4(x) ≡ 2x− 1 = 0, tedy x = 1
2 ∈ (0, 1) ⇒ S5 =

[
1
2,−1

2

]
, f(S5) = 3

4 .
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Zbývaj́ı posledńı čty̌ri body podežrelé z vázaného extrému – vrcholy vyšeťrovaného čtverce M.
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Zbývaj́ı posledńı čty̌ri body podežrelé z vázaného extrému – vrcholy vyšeťrovaného čtverce M.

• f(A) = f(1, 0) = x2 − xy + y2
∣∣∣
A

=
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Zbývaj́ı posledńı čty̌ri body podežrelé z vázaného extrému – vrcholy vyšeťrovaného čtverce M.

• f(A) = f(1, 0) = x2 − xy + y2
∣∣∣
A

= 1;
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Zbývaj́ı posledńı čty̌ri body podežrelé z vázaného extrému – vrcholy vyšeťrovaného čtverce M.

• f(A) = f(1, 0) = x2 − xy + y2
∣∣∣
A

= 1;

• f(B) = f(0, 1) =
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Zbývaj́ı posledńı čty̌ri body podežrelé z vázaného extrému – vrcholy vyšeťrovaného čtverce M.

• f(A) = f(1, 0) = x2 − xy + y2
∣∣∣
A

= 1;

• f(B) = f(0, 1) = 1;
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Zbývaj́ı posledńı čty̌ri body podežrelé z vázaného extrému – vrcholy vyšeťrovaného čtverce M.

• f(A) = f(1, 0) = x2 − xy + y2
∣∣∣
A

= 1;

• f(B) = f(0, 1) = 1;

• f(C) = f(−1, 0) =
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Zbývaj́ı posledńı čty̌ri body podežrelé z vázaného extrému – vrcholy vyšeťrovaného čtverce M.

• f(A) = f(1, 0) = x2 − xy + y2
∣∣∣
A

= 1;

• f(B) = f(0, 1) = 1;

• f(C) = f(−1, 0) = 1;
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Zbývaj́ı posledńı čty̌ri body podežrelé z vázaného extrému – vrcholy vyšeťrovaného čtverce M.

• f(A) = f(1, 0) = x2 − xy + y2
∣∣∣
A

= 1;

• f(B) = f(0, 1) = 1;

• f(C) = f(−1, 0) = 1;

• f(D) = f(0,−1) =
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Zbývaj́ı posledńı čty̌ri body podežrelé z vázaného extrému – vrcholy vyšeťrovaného čtverce M.

• f(A) = f(1, 0) = x2 − xy + y2
∣∣∣
A

= 1;

• f(B) = f(0, 1) = 1;

• f(C) = f(−1, 0) = 1;

• f(D) = f(0,−1) = 1.
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Zbývaj́ı posledńı čty̌ri body podežrelé z vázaného extrému – vrcholy vyšeťrovaného čtverce M.

• f(A) = f(1, 0) = x2 − xy + y2
∣∣∣
A

= 1;

• f(B) = f(0, 1) = 1;

• f(C) = f(−1, 0) = 1;

• f(D) = f(0,−1) = 1.

Připomeňme, že jsme už ďŕıve spočetli, že f(S1,3) = 1
4 a f(S2,4) = 3

4 .
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Zbývaj́ı posledńı čty̌ri body podežrelé z vázaného extrému – vrcholy vyšeťrovaného čtverce M.

• f(A) = f(1, 0) = x2 − xy + y2
∣∣∣
A

= 1;

• f(B) = f(0, 1) = 1;

• f(C) = f(−1, 0) = 1;

• f(D) = f(0,−1) = 1.

Připomeňme, že jsme už ďŕıve spočetli, že f(S1,3) = 1
4 a f(S2,4) = 3

4 .

D́ılč́ı výsledek.
Extrémy vázané na hranici množiny M :
♣ Vázané maximum je 1, body vázaného maxima jsou všechny vrcholy čtverce A, B, C, D;
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Zbývaj́ı posledńı čty̌ri body podežrelé z vázaného extrému – vrcholy vyšeťrovaného čtverce M.

• f(A) = f(1, 0) = x2 − xy + y2
∣∣∣
A

= 1;

• f(B) = f(0, 1) = 1;

• f(C) = f(−1, 0) = 1;

• f(D) = f(0,−1) = 1.

Připomeňme, že jsme už ďŕıve spočetli, že f(S1,3) = 1
4 a f(S2,4) = 3

4 .

D́ılč́ı výsledek.
Extrémy vázané na hranici množiny M :
♣ Vázané maximum je 1, body vázaného maxima jsou všechny vrcholy čtverce A, B, C, D;

♠ Vázané minimum je 1
4 , body vázaného minima jsou body S1,3.
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Shrnut́ı d́ılč́ıch výsledk̊u:
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Shrnut́ı d́ılč́ıch výsledk̊u:

Závěr: Funkce f má na množině M jeden bod absolutńıho minima S1 = [0, 0], f(0, 0) = 0 a čty̌ri body absolutńıho
maxima A = [1, 0], B = [0, 1], C = [−1, 0], D = [0,−1], v těchto bodech je funkčńı hodnota rovna 1.

Konec
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