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ReSeni. Nejprve v souradnicové roviné zakresleme mnoZinu M.
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ReSeni. Nejprve v souradnicové roviné zakresleme mnoZinu M.

MnoZina M je vymezena parabolou o rovnici y = z2 a pfimkou y = 4.
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Priklad. Najdéte absolutn{ extrémy funkce f(z,v) = 2z° + 42 + y® — 2zy — 16 na mnozing

MZ{[w,y]€R2; w2§y§4}-

ReSeni. Nejprve v souradnicové roviné zakresleme mnoZinu M.

MnoZina M je vymezena parabolou o rovnici y = 22 a pfimkou y = 4.

Celkem tedy dostavame
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Uréime stacionarni body funkce f uvnitf M.
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Uréime stacionarni body funkce f uvnitf M.

Spoctéme parcialni derivace prvniho ¥adu funkce f:
/

folz,y) = (2$3+4$2+y2—2xy—16) =

x
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Uréime stacionarni body funkce f uvnitf M.

Spoctéme parcialni derivace prvniho ¥adu funkce f:
/

faolz,y) = (2a:3 +4z? + y? — 22y — 16) = 62 + 8z — 2y = 0;

x
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Uréime stacionarni body funkce f uvnitf M.

Spoctéme parcialni derivace prvniho ¥adu funkce f:

/
(mﬁ+¢¥+y2—mw—1@ — 622 + 8z — 2y = 0;

x

fo(z,y)
fy(z,y)
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Uréime stacionarni body funkce f uvnitf M.

Spoctéme parcialni derivace prvniho ¥adu funkce f:

/
(mﬁ+¢¥+y2—mw—1@ — 622 + 8z — 2y = 0;

x

fo(z,y)
fy(z,y)

2y — 22 = 0.
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Uréime stacionarni body funkce f uvnitf M.

Spoctéme parcialni derivace prvniho ¥adu funkce f:

/

folz,y) = (2x3+4x2+y2 — 2zy — 16) = 622 4 8z — 2y = O;
A
f?;(x7y) = 2y —2x=0.

Z druhé rovnice mame y = x, coZ dosazenim do prvni rovnice dava

6x2—|—6x:0
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Uréime stacionarni body funkce f uvnitf M.

Spoctéme parcialni derivace prvniho ¥adu funkce f:

/

folz,y) = (2x3+4x2+y2 — 2zy — 16) = 622 4 8z — 2y = O;
A
f?;(x7y) = 2y —2x=0.

Z druhé rovnice mame y = x, coZ dosazenim do prvni rovnice dava

6x2—i—6x:O:>x(:E—|—1):O.
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Uréime stacionarni body funkce f uvnitf M.

Spoctéme parcialni derivace prvniho ¥adu funkce f:

/

faolz,y) = (2a:3 +4z? + y? — 22y — 16) = 62 + 8z — 2y = 0;

x
fy(z, ) 2y — 22 = 0.

Z druhé rovnice mame y = x, coZ dosazenim do prvni rovnice dava
6x2—i—6x:O:>x(:I:—|—1) = 0.

Vysetfovana soustava ma dvé feseni

r2 = -1, y2 = -1,
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Uréime stacionarni body funkce f uvnitf M.

Spoctéme parcialni derivace prvniho ¥adu funkce f:

/

folz,y) = (2x3 + 42?2 + % — 22y — 16) — 622 + 8z — 2y = 0;
X
f?;(x7y) = 2y —2x=0.
Z druhé rovnice mame y = x, coZ dosazenim do prvni rovnice dava

6x2—i—6x:O:>x(:E—|—1):O.

Vysetfovana soustava ma dvé feseni

|
2

r, = 0, w1
xo = -1, yo = -1,

nalezli jsme tedy celkem dva stacionarni body, aviak [—1, —1] &€ M.
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Uréime stacionarni body funkce f uvnitf M.

Spoctéme parcialni derivace prvniho ¥adu funkce f:

/

folz,y) = (2903 + 42?2 + % — 22y — 16) — 622 + 8z — 2y = 0;
X
f?;(x7y) = 2y —2x=0.
Z druhé rovnice mame y = x, coZ dosazenim do prvni rovnice dava

6x2+6x:O:>m(:E—|—1):O.

Vysetfovana soustava ma dvé feseni

|
2

r, = 0, w1
xo = -1, yo = -1,

nalezli jsme tedy celkem dva stacionarni body, aviak [—1, —1] &€ M.

Mame tedy prvni bod podeztely z absolutniho extrému: S; = [0,0] € M, f(S1) = —16.
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Uréime stacionarni body funkce f uvnitf M.

Spoctéme parcialni derivace prvniho ¥adu funkce f:

/

fé(:c,y) = (2333—|-4a;2—|-y2—2:cy— 16)1: :6x2+8x—2y20;
f?;(x, y) = 2y—2z=0.
Z druhé rovnice mame y = x, coZ dosazenim do prvni rovnice dava
6x2+6x:O:>x(:1:—|—1) = 0.

Vysetfovana soustava ma dvé feseni

r, = 0, y1 = 0;
xo = -1, yo = -1,

nalezli jsme tedy celkem dva stacionarni body, aviak [—1, —1] &€ M.

Mame tedy prvni bod podeztely z absolutniho extrému: S; = [0,0] € M, f(S1) = —16.

Nyni budeme vySetfovat extrémy vdzané na hranici M.
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1 a v (viz obrazek).
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1 a v (viz obrazek).

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1 a v (viz obrazek).

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

o Uvazujme kfivku v1 := {[z,y] € R?; y = 22, = € (—2,2)}
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1 a v (viz obrazek).

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

2

e UvaZujme k¥ivku v := {[z, y] € R% y=22 =z ¢ (—2,2)} a oznalme fq zdZeni funkce f na 1.
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1 a v (viz obrazek).

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

2

e UvaZujme k¥ivku v := {[z, y] € R% y=2° z € (—2,2)} a oznalme fq zdZeni funkce f na 1. Potom

fi(z) = f(z,2%) =
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1 a v (viz obrazek).

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

2

e UvaZujme k¥ivku v := {[z, y] € R% y=2° z € (—2,2)} a oznalme fq zdZeni funkce f na 1. Potom

fi(z) = f(:c,:pQ) = 225 4+ 42° + y2 — 2zxy — 16 y—a? —
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1 a v (viz obrazek).

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

2

e UvaZujme k¥ivku v := {[z, y] € R% y=2° z € (—2,2)} a oznalme fq zdZeni funkce f na 1. Potom

fi(z) = f(=x, x2) = 22° + 42% + % — 22y — 16 y—a? 2t + 42 — 16.
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1 a v (viz obrazek).

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

2

e UvaZujme k¥ivku v := {[z, y] € R% y=2° z € (—2,2)} a oznalme fq zdZeni funkce f na 1. Potom

fi(z) = f(=x, x2) = 22° + 42% + % — 22y — 16 y—a? 2t + 42 — 16.

Vysetfujme staciondrni body funkce f1 pro x € (—2,2) : f{(x) =
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1 a v (viz obrazek).

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

2

e UvaZujme k¥ivku v := {[z, y] € R% y=2° z € (—2,2)} a oznalme fq zdZeni funkce f na 1. Potom

fi(z) = f(:c,xQ) = 22° + 42% + % — 22y — 16‘y:$2 = 2% + 42? — 16.

Vysetfujme staciondrni body funkce f1 pro x € (—2,2) : f{ (x) = 4x (:1:2 + 2)
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1 a v (viz obrazek).

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

2

e UvaZujme k¥ivku v := {[z, y] € R% y=2° z € (—2,2)} a oznalme fq zdZeni funkce f na 1. Potom

fi(z) = f(:c,xQ) = 22° + 42% + % — 22y — 16‘y:$2 = 2% + 42? — 16.

Vysetfujme staciondrni body funkce f1 pro x € (—2,2) : f{(x) = 4x (:1:2 + 2) =0
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1 a v (viz obrazek).

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

2

e UvaZujme k¥ivku v := {[z, y] € R% y=2° z € (—2,2)} a oznalme fq zdZeni funkce f na 1. Potom

fi(z) = f(:c,:cQ) = 22° + 42% + % — 22y — 16‘y:$2 = 2% + 42? — 16.

Vy&etfujme stacionarni body funkce f1 pro x € (—2,2) : f{(z) = 4z (:1:2 + 2) = 0 = x = 0, coZ vede
na bod S; = [0,0] € ~;1.
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y =a°
\ 4l e
, | y=4
| MY
| | v =0M ... hranice mnoziny M
| |
| | vY=mU2
| |
| |
B\
—9 0 2 T

e Podobné pro o := {[z,y] € R% y=4, z € (—2,2)}
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~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

e Podobné pro o := {[z,y] € R% y=4, z € (—2,2)} oznalme fo ziZeni funkce f na ~ys.
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~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

e Podobné pro o := {[z,y] € R% y=4, z € (—2,2)} oznalme fo zlZeni funkce f na ~yo. Potom

fo(z) = f(x,4) =
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~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

e Podobné pro o := {[z,y] € R% y=4, z € (—2,2)} oznalme fo zlZeni funkce f na ~yo. Potom

fo(x) = f(z,4) = 22° 4 42® 4+ y* — 22y — 16 =
’y:
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~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

e Podobné pro o := {[z,y] € R% y=4, z € (—2,2)} oznalme fo zlZeni funkce f na ~yo. Potom

fo(x) = f(z,4) = 22> + 4x® + y2 — 2zxy — 16 L= 22> + 4 — 8x.
y:
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~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

e Podobné pro o := {[z,y] € R% y=4, z € (—2,2)} oznalme fo zlZeni funkce f na ~yo. Potom

fo(x) = f(z,4) = 22> + 4x® + y2 — 2zxy — 16 L= 22> + 4 — 8x.
y:

VyZetFujme staciondrni body funkce fo pro x € (—2,2) :
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~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

e Podobné pro o := {[z,y] € R% y=4, z € (—2,2)} oznalme fo zlZeni funkce f na ~yo. Potom

fo(x) = f(z,4) = 22> + 4x® + y2 — 2zxy — 16 L= 22> + 4 — 8x.
y:
VyZetFujme staciondrni body funkce fo pro x € (—2,2) :

falz) =
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y=4

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

e Podobné pro o := {[z,y] € R% y=4, z € (—2,2)} oznalme fo zlZeni funkce f na ~yo. Potom

fo(x) = f(z,4) = 22> + 4x® + y2 — 2zxy — 16 L= 22> + 4 — 8x.
y:

VyZetFujme staciondrni body funkce fo pro x € (—2,2) :

fé(a;) = 62° 4+ 8z — 8
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y=4

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

e Podobné pro o := {[z,y] € R% y=4, z € (—2,2)} oznalme fo zlZeni funkce f na ~yo. Potom

fo(x) = f(z,4) = 22> + 4x® + y2 — 2zxy — 16 L= 22> + 4 — 8x.
y:

VyZetFujme staciondrni body funkce fo pro x € (—2,2) :

fé(x)z6a:2+8m—820
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y=4

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

e Podobné pro o := {[z,y] € R% y=4, z € (—2,2)} oznalme fo zlZeni funkce f na ~yo. Potom

fo(x) = f(z,4) = 22> + 4x® + y2 — 2zxy — 16 L= 22> + 4 — 8x.
y:
VyZetFujme staciondrni body funkce fo pro x € (—2,2) :
—8 £ 16

fé(x)56m2—|—8m—8202x172:Tz
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y=4

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

e Podobné pro o := {[z,y] € R% y=4, z € (—2,2)} oznalme fo zlZeni funkce f na ~yo. Potom

fo(x) = f(z,4) = 22> + 4x® + y2 — 2zxy — 16 L= 22> + 4 — 8x.
y:
VyZetFujme staciondrni body funkce fo pro x € (—2,2) :
—8 £ 16 2

fé(a:)56m2+8m—8202x172=T2$125755'2:—27
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~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

e Podobné pro o := {[z,y] € R% y=4, z € (—2,2)} oznalme fo zlZeni funkce f na ~yo. Potom

fo(x) = f(z,4) = 22> + 4x® + y2 — 2zxy — 16 L= 22> + 4 — 8x.
y:

VyZetFujme staciondrni body funkce fo pro x € (—2,2) :

, ) —8 4+ 16 2
fa(x) = 62 +8m—8=0$x172=T$$1:§,$2:—27

pficemz x1 9 € (—2,2).
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~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

e Podobné pro o := {[z,y] € R% y=4, z € (—2,2)} oznalme fo zlZeni funkce f na ~yo. Potom

fo(x) = f(z,4) = 22> + 4x® + y2 — 2zxy — 16 L= 22> + 4 — 8x.
y:

VyZetFujme staciondrni body funkce fo pro x € (—2,2) :

, ) —8 4+ 16 2
fa(x) = 62 +8m—8=0$x172=T$$1:§,$2:—27

pficemz x1 9 € (—2, 2). Spottené hodnoty =1 o vedou na dva body podeztelé z absolutniho extrému:
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~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

e Podobné pro o := {[z,y] € R% y=4, z € (—2,2)} oznalme fo zlZeni funkce f na ~yo. Potom

fo(x) = f(z,4) = 22> + 4x® + y2 — 2zxy — 16 L= 22> + 4 — 8x.
y:

VyZetFujme staciondrni body funkce fo pro x € (—2,2) :

, ) —8 4+ 16 2
fa(x) = 62 +8m—8=0$x172=T$$1:§,$2:—27

pficemZ x1 o € (—2, 2). Spoctené hodnoty 1 9 vedou na dva body podezrelé z absolutniho extrému: So = [5, 4],
S3 = [—2,4].
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y=4

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

e Podobné pro o := {[z,y] € R% y=4, z € (—2,2)} oznalme fo zlZeni funkce f na ~yo. Potom

fo(x) = f(z,4) = 22> + 4x® + y2 — 2zxy — 16 L= 22> + 4 — 8x.
y:
VyZetFujme staciondrni body funkce fo pro x € (—2,2) :
—8 + 16 2

fé(a:)56x2+8m—8202x172=T2$125755'2:—27

pficem?z x1 9 € (—2,2). Spottené hodnoty =1 o vedou na dva body podezrelé z absolutniho extrému: So = [%, 4],
S3 = [—2,4]. Plati f(Sz) = —2,96, f(Sg) = 16.
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Zbyva vysettit posledni kritické body, ve kterych by uvazovana funkce mohla nabyvat svého absolutniho extrému. Jsou
to body, v nichZ se spojuji jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ mnoziny M.

N\

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v
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Zbyva vysettit posledni kritické body, ve kterych by uvazovana funkce mohla nabyvat svého absolutniho extrému. Jsou
to body, v nichZ se spojuji jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ mnoziny M.

N\

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

Plati (viz obrdzek) v1 N vo = {S3, S4 = [2,4]}, kde bod S35 = [—2, 4] jsme uréili jako ,,podeztely z extrému" uZ
v predchozi &asti.
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Zbyva vysettit posledni kritické body, ve kterych by uvazovana funkce mohla nabyvat svého absolutniho extrému. Jsou
to body, v nichZ se spojuji jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ mnoziny M.

N\

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

Plati (viz obrdzek) v1 N vo = {S3, S4 = [2,4]}, kde bod S35 = [—2, 4] jsme uréili jako ,,podeztely z extrému" uZ
v predchozi &asti.

Celkem tedy mame Ctyfi body podezfelé z extrému: S1 = [0,0], So = [2/3,4], S3[—2,4] a Sy = [2,4].
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Zbyva vysettit posledni kritické body, ve kterych by uvazovana funkce mohla nabyvat svého absolutniho extrému. Jsou
to body, v nichZ se spojuji jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ mnoziny M.

N\

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

Plati (viz obrdzek) v1 N vo = {S3, S4 = [2,4]}, kde bod S35 = [—2, 4] jsme uréili jako ,,podeztely z extrému" uZ
v predchozi &asti.

Celkem tedy mame Ctyfi body podezfelé z extrému: S1 = [0,0], So = [2/3,4], S3[—2,4] a Sy = [2,4].
P¥ipometime, Ze jsme vy¢islili f(S1) = —16, f(S3) = —2,96 a f(S3) = 16.
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to body, v nichZ se spojuji jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ mnoziny M.
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~v = 0M ... hranice mnoziny M
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Plati (viz obrdzek) v1 N vo = {S3, S4 = [2,4]}, kde bod S35 = [—2, 4] jsme uréili jako ,,podeztely z extrému" uZ
v predchozi &asti.

Celkem tedy mame Ctyfi body podezfelé z extrému: S1 = [0,0], So = [2/3,4], S3[—2,4] a Sy = [2,4].
P¥ipometime, Ze jsme vy¢&islili f(S1) = —16, f(S2) = —2,96 a f(S3) = 16. Navic f(S4) = 16.
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Zbyva vysettit posledni kritické body, ve kterych by uvazovana funkce mohla nabyvat svého absolutniho extrému. Jsou
to body, v nichZ se spojuji jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ mnoziny M.

N\

~v = 0M ... hranice mnoziny M
v=mnUr

v

Plati (viz obrdzek) v1 N vo = {S3, S4 = [2,4]}, kde bod S35 = [—2, 4] jsme uréili jako ,,podeztely z extrému" uZ
v predchozi &asti.

Celkem tedy mame Ctyfi body podezfelé z extrému: S1 = [0,0], So = [2/3,4], S3[—2,4] a Sy = [2,4].
P¥ipomefime, Ze jsme vy&islili f(S1) = —16, f(S2) = —2,96 a f(S3) = 16. Navic f(S4) = 16.
Porovndnim t&chto Ctyf hodnot vychazi absolutni maximum ve dvou bodech S3 4, absolutni minimum v bodé& S7.
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