
Př́ıklad. Najděte absolutńı extrémy funkce f(x, y) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1 na množině

M =
{

[x, y] ∈ R2
; x ≥ 0, y ≤ 0, y ≤ x + 11

}
.
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Řešeńı. Nejprve v soǔradnicové rovině zakresleme množinu M .
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}
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Řešeńı. Nejprve v soǔradnicové rovině zakresleme množinu M .

Množina M je vymezena trojićı p̌ŕımek y = 0, x = 0 a y − x = 11.
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Př́ıklad. Najděte absolutńı extrémy funkce f(x, y) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1 na množině

M =
{

[x, y] ∈ R2
; x ≥ 0, y ≤ 0, y ≤ x + 11

}
.

Řešeńı. Nejprve v soǔradnicové rovině zakresleme množinu M .

Množina M je vymezena trojićı p̌ŕımek y = 0, x = 0 a y − x = 11. Celkem tedy dostáváme

Urč́ıme stacionárńı body funkce f uvniťr M .
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Spočtěme parciálńı derivace prvńıho řádu funkce f :
f ′x(x, y) ≡

(
x2 + 2xy − 4x + 8y + 1

)′
x

=
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Spočtěme parciálńı derivace prvńıho řádu funkce f :
f ′x(x, y) ≡

(
x2 + 2xy − 4x + 8y + 1

)′
x

= 2x + 2y − 4 = 0;
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Spočtěme parciálńı derivace prvńıho řádu funkce f :
f ′x(x, y) ≡

(
x2 + 2xy − 4x + 8y + 1

)′
x

= 2x + 2y − 4 = 0;

f ′y(x, y) ≡
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Spočtěme parciálńı derivace prvńıho řádu funkce f :
f ′x(x, y) ≡

(
x2 + 2xy − 4x + 8y + 1

)′
x

= 2x + 2y − 4 = 0;

f ′y(x, y) ≡ 2x + 8 = 0.
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Spočtěme parciálńı derivace prvńıho řádu funkce f :
f ′x(x, y) ≡

(
x2 + 2xy − 4x + 8y + 1

)′
x

= 2x + 2y − 4 = 0;

f ′y(x, y) ≡ 2x + 8 = 0.

Z druhé rovnice máme x = −4, což dosazeńım do prvńı rovnice dává y = 6.
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Spočtěme parciálńı derivace prvńıho řádu funkce f :
f ′x(x, y) ≡

(
x2 + 2xy − 4x + 8y + 1

)′
x

= 2x + 2y − 4 = 0;

f ′y(x, y) ≡ 2x + 8 = 0.

Z druhé rovnice máme x = −4, což dosazeńım do prvńı rovnice dává y = 6.

Máme tedy prvńı bod podežrelý z absolutńıho extrému: S1 = [−4, 6] ∈ M.
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Spočtěme parciálńı derivace prvńıho řádu funkce f :
f ′x(x, y) ≡

(
x2 + 2xy − 4x + 8y + 1

)′
x

= 2x + 2y − 4 = 0;

f ′y(x, y) ≡ 2x + 8 = 0.

Z druhé rovnice máme x = −4, což dosazeńım do prvńı rovnice dává y = 6.

Máme tedy prvńı bod podežrelý z absolutńıho extrému: S1 = [−4, 6] ∈ M.

Nyńı budeme vyšeťrovat extrémy vázané na hranici M .
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Hranici poṕı̌seme po částech jako sjednoceńı ǩrivek γ1, γ2 a γ3 (viz obrázek).
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Hranici poṕı̌seme po částech jako sjednoceńı ǩrivek γ1, γ2 a γ3 (viz obrázek).

• Uvažujme ǩrivku γ1 := {[x, y] ∈ R2; y = 0, x ∈ 〈−11, 0〉}
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• Uvažujme ǩrivku γ1 := {[x, y] ∈ R2; y = 0, x ∈ 〈−11, 0〉} a označme f1 zúžeńı funkce f na γ1.
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Hranici poṕı̌seme po částech jako sjednoceńı ǩrivek γ1, γ2 a γ3 (viz obrázek).

• Uvažujme ǩrivku γ1 := {[x, y] ∈ R2; y = 0, x ∈ 〈−11, 0〉} a označme f1 zúžeńı funkce f na γ1. Potom

f1(x) = f(x, 0) =
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f1(x) = f(x, 0) = x
2
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=
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y=0
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Hranici poṕı̌seme po částech jako sjednoceńı ǩrivek γ1, γ2 a γ3 (viz obrázek).

• Uvažujme ǩrivku γ1 := {[x, y] ∈ R2; y = 0, x ∈ 〈−11, 0〉} a označme f1 zúžeńı funkce f na γ1. Potom

f1(x) = f(x, 0) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
y=0

= x
2 − 4x + 1.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f1 pro x ∈ 〈−11, 0〉 : f ′1(x) ≡
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Hranici poṕı̌seme po částech jako sjednoceńı ǩrivek γ1, γ2 a γ3 (viz obrázek).

• Uvažujme ǩrivku γ1 := {[x, y] ∈ R2; y = 0, x ∈ 〈−11, 0〉} a označme f1 zúžeńı funkce f na γ1. Potom

f1(x) = f(x, 0) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
y=0

= x
2 − 4x + 1.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f1 pro x ∈ 〈−11, 0〉 : f ′1(x) ≡ 2x− 4
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Hranici poṕı̌seme po částech jako sjednoceńı ǩrivek γ1, γ2 a γ3 (viz obrázek).

• Uvažujme ǩrivku γ1 := {[x, y] ∈ R2; y = 0, x ∈ 〈−11, 0〉} a označme f1 zúžeńı funkce f na γ1. Potom

f1(x) = f(x, 0) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
y=0

= x
2 − 4x + 1.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f1 pro x ∈ 〈−11, 0〉 : f ′1(x) ≡ 2x− 4 = 0
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Hranici poṕı̌seme po částech jako sjednoceńı ǩrivek γ1, γ2 a γ3 (viz obrázek).

• Uvažujme ǩrivku γ1 := {[x, y] ∈ R2; y = 0, x ∈ 〈−11, 0〉} a označme f1 zúžeńı funkce f na γ1. Potom

f1(x) = f(x, 0) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
y=0

= x
2 − 4x + 1.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f1 pro x ∈ 〈−11, 0〉 : f ′1(x) ≡ 2x− 4 = 0 =⇒ x = 2 ∈ 〈−11, 0〉;
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• Podobně pro γ2 := {[x, y] ∈ R2; x = 0, y ∈ 〈0, 11〉}
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• Podobně pro γ2 := {[x, y] ∈ R2; x = 0, y ∈ 〈0, 11〉} označme f2 zúžeńı funkce f na γ2.
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• Podobně pro γ2 := {[x, y] ∈ R2; x = 0, y ∈ 〈0, 11〉} označme f2 zúžeńı funkce f na γ2. Potom

f2(y) = f(0, y) =
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• Podobně pro γ2 := {[x, y] ∈ R2; x = 0, y ∈ 〈0, 11〉} označme f2 zúžeńı funkce f na γ2. Potom

f2(y) = f(0, y) = x
2
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• Podobně pro γ2 := {[x, y] ∈ R2; x = 0, y ∈ 〈0, 11〉} označme f2 zúžeńı funkce f na γ2. Potom

f2(y) = f(0, y) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
x=0

= 8y + 1.
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• Podobně pro γ2 := {[x, y] ∈ R2; x = 0, y ∈ 〈0, 11〉} označme f2 zúžeńı funkce f na γ2. Potom

f2(y) = f(0, y) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
x=0

= 8y + 1.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f2 pro y ∈ 〈0, 11〉 :
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• Podobně pro γ2 := {[x, y] ∈ R2; x = 0, y ∈ 〈0, 11〉} označme f2 zúžeńı funkce f na γ2. Potom

f2(y) = f(0, y) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
x=0

= 8y + 1.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f2 pro y ∈ 〈0, 11〉 : f ′2(x) ≡
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• Podobně pro γ2 := {[x, y] ∈ R2; x = 0, y ∈ 〈0, 11〉} označme f2 zúžeńı funkce f na γ2. Potom

f2(y) = f(0, y) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
x=0

= 8y + 1.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f2 pro y ∈ 〈0, 11〉 : f ′2(x) ≡ 8 6= 0,
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• Podobně pro γ2 := {[x, y] ∈ R2; x = 0, y ∈ 〈0, 11〉} označme f2 zúžeńı funkce f na γ2. Potom

f2(y) = f(0, y) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
x=0

= 8y + 1.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f2 pro y ∈ 〈0, 11〉 : f ′2(x) ≡ 8 6= 0, tedy na γ2 extrém neńı;
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• Podobně pro γ2 := {[x, y] ∈ R2; x = 0, y ∈ 〈0, 11〉} označme f2 zúžeńı funkce f na γ2. Potom

f2(y) = f(0, y) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
x=0

= 8y + 1.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f2 pro y ∈ 〈0, 11〉 : f ′2(x) ≡ 8 6= 0, tedy na γ2 extrém neńı;

• Nakonec pro γ3 := {[x, y] ∈ R2; y = x + 11, x ∈ 〈−11, 0〉}
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• Podobně pro γ2 := {[x, y] ∈ R2; x = 0, y ∈ 〈0, 11〉} označme f2 zúžeńı funkce f na γ2. Potom

f2(y) = f(0, y) = x
2
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∣∣∣
x=0

= 8y + 1.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f2 pro y ∈ 〈0, 11〉 : f ′2(x) ≡ 8 6= 0, tedy na γ2 extrém neńı;

• Nakonec pro γ3 := {[x, y] ∈ R2; y = x + 11, x ∈ 〈−11, 0〉} a označme f3 zúžeńı funkce f na γ3.
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• Podobně pro γ2 := {[x, y] ∈ R2; x = 0, y ∈ 〈0, 11〉} označme f2 zúžeńı funkce f na γ2. Potom

f2(y) = f(0, y) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
x=0

= 8y + 1.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f2 pro y ∈ 〈0, 11〉 : f ′2(x) ≡ 8 6= 0, tedy na γ2 extrém neńı;

• Nakonec pro γ3 := {[x, y] ∈ R2; y = x + 11, x ∈ 〈−11, 0〉} a označme f3 zúžeńı funkce f na γ3. Potom

f3(x) = f(x, x + 11) =
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• Podobně pro γ2 := {[x, y] ∈ R2; x = 0, y ∈ 〈0, 11〉} označme f2 zúžeńı funkce f na γ2. Potom

f2(y) = f(0, y) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
x=0

= 8y + 1.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f2 pro y ∈ 〈0, 11〉 : f ′2(x) ≡ 8 6= 0, tedy na γ2 extrém neńı;

• Nakonec pro γ3 := {[x, y] ∈ R2; y = x + 11, x ∈ 〈−11, 0〉} a označme f3 zúžeńı funkce f na γ3. Potom

f3(x) = f(x, x + 11) = x
2

+ 2x(x + 11)− 4x + 8(x + 11) + 1 =
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• Podobně pro γ2 := {[x, y] ∈ R2; x = 0, y ∈ 〈0, 11〉} označme f2 zúžeńı funkce f na γ2. Potom

f2(y) = f(0, y) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
x=0

= 8y + 1.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f2 pro y ∈ 〈0, 11〉 : f ′2(x) ≡ 8 6= 0, tedy na γ2 extrém neńı;

• Nakonec pro γ3 := {[x, y] ∈ R2; y = x + 11, x ∈ 〈−11, 0〉} a označme f3 zúžeńı funkce f na γ3. Potom

f3(x) = f(x, x + 11) = x
2

+ 2x(x + 11)− 4x + 8(x + 11) + 1 = 3x
2

+ 26x + 88.
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• Podobně pro γ2 := {[x, y] ∈ R2; x = 0, y ∈ 〈0, 11〉} označme f2 zúžeńı funkce f na γ2. Potom

f2(y) = f(0, y) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
x=0

= 8y + 1.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f2 pro y ∈ 〈0, 11〉 : f ′2(x) ≡ 8 6= 0, tedy na γ2 extrém neńı;

• Nakonec pro γ3 := {[x, y] ∈ R2; y = x + 11, x ∈ 〈−11, 0〉} a označme f3 zúžeńı funkce f na γ3. Potom

f3(x) = f(x, x + 11) = x
2

+ 2x(x + 11)− 4x + 8(x + 11) + 1 = 3x
2

+ 26x + 88.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f3 pro x ∈ 〈−11, 0〉 : f ′3(x) ≡
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• Podobně pro γ2 := {[x, y] ∈ R2; x = 0, y ∈ 〈0, 11〉} označme f2 zúžeńı funkce f na γ2. Potom

f2(y) = f(0, y) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
x=0

= 8y + 1.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f2 pro y ∈ 〈0, 11〉 : f ′2(x) ≡ 8 6= 0, tedy na γ2 extrém neńı;

• Nakonec pro γ3 := {[x, y] ∈ R2; y = x + 11, x ∈ 〈−11, 0〉} a označme f3 zúžeńı funkce f na γ3. Potom

f3(x) = f(x, x + 11) = x
2

+ 2x(x + 11)− 4x + 8(x + 11) + 1 = 3x
2

+ 26x + 88.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f3 pro x ∈ 〈−11, 0〉 : f ′3(x) ≡ 6x + 26
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• Podobně pro γ2 := {[x, y] ∈ R2; x = 0, y ∈ 〈0, 11〉} označme f2 zúžeńı funkce f na γ2. Potom

f2(y) = f(0, y) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
x=0

= 8y + 1.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f2 pro y ∈ 〈0, 11〉 : f ′2(x) ≡ 8 6= 0, tedy na γ2 extrém neńı;

• Nakonec pro γ3 := {[x, y] ∈ R2; y = x + 11, x ∈ 〈−11, 0〉} a označme f3 zúžeńı funkce f na γ3. Potom

f3(x) = f(x, x + 11) = x
2

+ 2x(x + 11)− 4x + 8(x + 11) + 1 = 3x
2

+ 26x + 88.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f3 pro x ∈ 〈−11, 0〉 : f ′3(x) ≡ 6x + 26 = 0
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• Podobně pro γ2 := {[x, y] ∈ R2; x = 0, y ∈ 〈0, 11〉} označme f2 zúžeńı funkce f na γ2. Potom

f2(y) = f(0, y) = x
2

+ 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
x=0

= 8y + 1.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f2 pro y ∈ 〈0, 11〉 : f ′2(x) ≡ 8 6= 0, tedy na γ2 extrém neńı;

• Nakonec pro γ3 := {[x, y] ∈ R2; y = x + 11, x ∈ 〈−11, 0〉} a označme f3 zúžeńı funkce f na γ3. Potom

f3(x) = f(x, x + 11) = x
2

+ 2x(x + 11)− 4x + 8(x + 11) + 1 = 3x
2

+ 26x + 88.

Vyšeťrujme stacionárńı body funkce f3 pro x ∈ 〈−11, 0〉 : f ′3(x) ≡ 6x + 26 = 0 =⇒ x = −13
3 ∈ 〈−11, 0〉,

což vede na druhý bod podežrelý z absolutńıho extrému: S2 = [−13
3 , 20

3 ] ∈ M.
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Zbývá vyšeťrit posledńı kritické body, ve kterých by uvažovaná funkce mohla nabývat svého absolutńıho extrému. Jsou
to body, v nichž se spojuj́ı jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ množiny M.
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Zbývá vyšeťrit posledńı kritické body, ve kterých by uvažovaná funkce mohla nabývat svého absolutńıho extrému. Jsou
to body, v nichž se spojuj́ı jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ množiny M.

Celkem tedy máme pět bodů podežrelých z extrému: S1 = [−4, 6], S2 = [−13/3, 20/3], S3[−11, 0], S4[0, 0]
a S5 = [0, 11].
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Zbývá vyšeťrit posledńı kritické body, ve kterých by uvažovaná funkce mohla nabývat svého absolutńıho extrému. Jsou
to body, v nichž se spojuj́ı jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ množiny M.

Celkem tedy máme pět bodů podežrelých z extrému: S1 = [−4, 6], S2 = [−13/3, 20/3], S3[−11, 0], S4[0, 0]
a S5 = [0, 11].

Spočtěme f(Si) = x2 + 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
Si

pro i = 1 až 5 :

f(S1) =
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Zbývá vyšeťrit posledńı kritické body, ve kterých by uvažovaná funkce mohla nabývat svého absolutńıho extrému. Jsou
to body, v nichž se spojuj́ı jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ množiny M.

Celkem tedy máme pět bodů podežrelých z extrému: S1 = [−4, 6], S2 = [−13/3, 20/3], S3[−11, 0], S4[0, 0]
a S5 = [0, 11].

Spočtěme f(Si) = x2 + 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
Si

pro i = 1 až 5 :

f(S1) = 33, f(S2) =
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Zbývá vyšeťrit posledńı kritické body, ve kterých by uvažovaná funkce mohla nabývat svého absolutńıho extrému. Jsou
to body, v nichž se spojuj́ı jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ množiny M.

Celkem tedy máme pět bodů podežrelých z extrému: S1 = [−4, 6], S2 = [−13/3, 20/3], S3[−11, 0], S4[0, 0]
a S5 = [0, 11].

Spočtěme f(Si) = x2 + 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
Si

pro i = 1 až 5 :

f(S1) = 33, f(S2) =
98

3
, f(S3) =
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Zbývá vyšeťrit posledńı kritické body, ve kterých by uvažovaná funkce mohla nabývat svého absolutńıho extrému. Jsou
to body, v nichž se spojuj́ı jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ množiny M.

Celkem tedy máme pět bodů podežrelých z extrému: S1 = [−4, 6], S2 = [−13/3, 20/3], S3[−11, 0], S4[0, 0]
a S5 = [0, 11].

Spočtěme f(Si) = x2 + 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
Si

pro i = 1 až 5 :

f(S1) = 33, f(S2) =
98

3
, f(S3) = 1, f(S4) =
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Zbývá vyšeťrit posledńı kritické body, ve kterých by uvažovaná funkce mohla nabývat svého absolutńıho extrému. Jsou
to body, v nichž se spojuj́ı jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ množiny M.

Celkem tedy máme pět bodů podežrelých z extrému: S1 = [−4, 6], S2 = [−13/3, 20/3], S3[−11, 0], S4[0, 0]
a S5 = [0, 11].

Spočtěme f(Si) = x2 + 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
Si

pro i = 1 až 5 :

f(S1) = 33, f(S2) =
98

3
, f(S3) = 1, f(S4) = 89, f(S5) =
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Zbývá vyšeťrit posledńı kritické body, ve kterých by uvažovaná funkce mohla nabývat svého absolutńıho extrému. Jsou
to body, v nichž se spojuj́ı jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ množiny M.

Celkem tedy máme pět bodů podežrelých z extrému: S1 = [−4, 6], S2 = [−13/3, 20/3], S3[−11, 0], S4[0, 0]
a S5 = [0, 11].

Spočtěme f(Si) = x2 + 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
Si

pro i = 1 až 5 :

f(S1) = 33, f(S2) =
98

3
, f(S3) = 1, f(S4) = 89, f(S5) = 166.
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Zbývá vyšeťrit posledńı kritické body, ve kterých by uvažovaná funkce mohla nabývat svého absolutńıho extrému. Jsou
to body, v nichž se spojuj́ı jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ množiny M.

Celkem tedy máme pět bodů podežrelých z extrému: S1 = [−4, 6], S2 = [−13/3, 20/3], S3[−11, 0], S4[0, 0]
a S5 = [0, 11].

Spočtěme f(Si) = x2 + 2xy − 4x + 8y + 1
∣∣∣
Si

pro i = 1 až 5 :

f(S1) = 33, f(S2) =
98

3
, f(S3) = 1, f(S4) = 89, f(S5) = 166.

Celkem dostáváme: absolutńı maximum v bodě S5 a absolutńı minimum v bodě S3.
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