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ReSeni. Nejprve v souradnicové roviné zakresleme mnoZinu M.
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ReSeni. Nejprve v souradnicové roviné zakresleme mnoZinu M.

Mnozina M je vymezena trojici pfimek y =0, x = 0ay — x = 11.
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ReSeni. Nejprve v souradnicové roviné zakresleme mnoZinu M.

MnoZina M je vymezena trojici pfimek y = 0, x = 0ay — x = 11. Celkem tedy dostdvdme
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P¥iklad. Najdéte absolutni extrémy funkce f(x,y) = z? + 2xy — 4x + 8y + 1 na mnozing

M={[z,y] €R% ©>0, y<0, y<z+11}.

ReSeni. Nejprve v souradnicové roviné zakresleme mnoZinu M.
Mnozina M je vymezena trojici pfimek y = 0, x = 0ay — x = 11. Celkem tedy dostavame

7 v

Ny =z+11
e <0NANy=>0

_

SEMNONK

Urcime stacionarni body funkce f uvnitf M.
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Spoctéme parcialni derivace prvniho ¥adu funkce f:
/

x
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Spoctéme parcialni derivace prvniho ¥adu funkce f:
/

fi(z,y) = <x2—i—2xy—4x—|—8y—|—1> =2z + 2y — 4 = 0;

x
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Spoctéme parcialni derivace prvniho ¥adu funkce f:

/

fi(z,y) = <w2—i—2xy—4x—|—8y—|—1> =2z + 2y — 4 = 0;

Fy(z,y)
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Spoctéme parcialni derivace prvniho ¥adu funkce f:

/

fi(z,y) = <w2—i—2xy—4x—|—8y—|—1> =2z + 2y — 4 = 0;

Fy(z,y)

20 +8 =0.
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Spoctéme parcialni derivace prvniho ¥adu funkce f:

/

fi(z,y) = <m2—i—2xy—4x—|—8y—|—1> =2z + 2y — 4 = 0;
e
f?;(:zz,y) = 2x+48=0.
Z druhé rovnice mdme x = —4, coZ dosazenim do prvni rovnice ddva y = 6.
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Spoctéme parcialni derivace prvniho ¥adu funkce f:

/

fi(z,y) = <m2—i—2xy—4x—|—8y—|—1> =2z + 2y — 4 = 0;
e
f?;(a:,y) = 2x+48=0.
Z druhé rovnice mdme x = —4, coZ dosazenim do prvni rovnice ddva y = 6.

Mdme tedy prvni bod podeztely z absolutniho extrému: S1 = [—4, 6] € M.
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Spoctéme parcialni derivace prvniho ¥adu funkce f:

/

fi(z,y) = <x2—i—2xy—4a:—|—8y—|—1> =2x + 2y — 4 = 0;
e
f?;(a:,y) = 2x+48=0.
Z druhé rovnice mdme x = —4, coZ dosazenim do prvni rovnice ddvd y = 6.

Mdme tedy prvni bod podeztely z absolutniho extrému: S1 = [—4, 6] € M.

Nyni budeme vySetfovat extrémy vdzané na hranici M.
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1, 2 a 73 (viz obrdzek).
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1, 2 a 73 (viz obrdzek).

Y y—z =11

11
V3
e

v = 0M ... hranice mnoziny M
Y=71Ur2U"7s

\4
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1, 2 a 73 (viz obrdzek).

Y y—z =11

11
3
e
/11 71|10 i

~ = O0M ... hranice mnoziny M
Y=71UrU7s

\4

e UvaZujme k¥ivku 1 := {[z, y] € R%, 4y =0, z € (—11,0)}

(©O0to P¥ibyl, Veronika Chrastinova, 2005 [P¥edchozi krok/Dal3i krok] [Klikni zde pro ukon&eni] 3



Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1, 2 a 73 (viz obrdzek).

Y y—z =11

11
3
e
/11 71|10 i

~ = O0M ... hranice mnoziny M
Y=71UrU7s

\4

e UvaZujme k¥ivku v := {[x, y] € R%, 4y =0, z € (—11,0)} a ozna&me f1 zuZeni funkce f na ~;.
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1, 2 a 73 (viz obrdzek).

Y y—z =11

11
3
e
/11 71|10 i

~ = O0M ... hranice mnoziny M
Y=71UrU7s

\4

e UvaZujme k¥ivku v := {[x, y] € R%, 4y =0, z € (—11,0)} a oznatme fy ziZeni funkce f na ;. Potom

fl(x) - f(CE,O) -
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1, 2 a 73 (viz obrdzek).

Y y—z =11

11
3
e
/11 71|10 i

~ = O0M ... hranice mnoziny M
Y=71UrU7s

\4

e UvaZujme k¥ivku v := {[x, y] € R%, 4y =0, z € (—11,0)} a oznatme fy ziZeni funkce f na ;. Potom

fi(z) = f(z,0) = 2% + 2zy — 4z + 8y + 1 o=
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1, 2 a 73 (viz obrdzek).

Y y—z =11

11
3
e
/11 71|10 i

~ = O0M ... hranice mnoziny M
Y=71UrU7s

\4

e UvaZujme k¥ivku v := {[x, y] € R%, 4y =0, z € (—11,0)} a oznatme fy ziZeni funkce f na ;. Potom

fi(z) = f(z,0) = x2—|—2xy—4x—i—8y—|—1 y:0:x2—4x—|—1.
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1, 2 a 73 (viz obrdzek).

Y y—z =11

11
3
e
/11 71|10 i

~ = O0M ... hranice mnoziny M
Y=71UrU7s

\4

e UvaZujme k¥ivku v := {[x, y] € R%, 4y =0, z € (—11,0)} a oznatme fy ziZeni funkce f na ;. Potom

fi(z) = f(z,0) = x2—|—2a:y—4x—i—8y—|—1y:0:x2—4x—|—1.

Vygetfujme staciondrni body funkce f1 pro z € (—11,0) : f{ (x) =
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1, 2 a 73 (viz obrdzek).

Y y—z =11

11
3
e
/11 71|10 i

~ = O0M ... hranice mnoziny M
Y=71UrU7s

\4

e UvaZujme k¥ivku v := {[x, y] € R%, 4y =0, z € (—11,0)} a oznatme fy ziZeni funkce f na ;. Potom

fi(z) = f(z,0) = x2—|—2a:y—4x—i—8y—|—1y:0:x2—4x—|—1.

Vygetfujme staciondrni body funkce f1 pro z € (—11,0) : f{ (x) =2x — 4
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1, 2 a 73 (viz obrdzek).

Y y—z =11

11
3
e
/11 71|10 i

~ = O0M ... hranice mnoziny M
Y=71UrU7s

\4

e UvaZujme k¥ivku v := {[x, y] € R%, 4y =0, z € (—11,0)} a oznatme fy ziZeni funkce f na ;. Potom

fi(z) = f(z,0) = x2—|—2a:y—4x—i—8y—|—1y:0:x2—4x—|—1.

Vygetfujme staciondrni body funkce f1 pro z € (—11,0) : f{ (x) =2x—4=0
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Hranici popiseme po &astech jako sjednoceni k¥ivek 1, 2 a 73 (viz obrdzek).

Y y—z =11

11
3
e
/11 71|10 i

~ = O0M ... hranice mnoziny M
Y=71UrU7s

\4

e UvaZujme k¥ivku v := {[x, y] € R%, 4y =0, z € (—11,0)} a oznatme fy ziZeni funkce f na ;. Potom

fi(z) = f(z,0) = x2—|—2a:y—4x—i—8y—|—1y:0:x2—4x—|—1.

Vygetfujme staciondrni body funkce f1 pro z € (—11,0) : f{(x) =2x—4=0=—=x=2¢€ (—11,0);
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Yy y—x =11

~v = 0M ... hranice mnoziny M

11 Y= Uy U"7s
73
Y2

/11 7110 x

e Podobné pro vo := {[x, y] € R% z=0, y € (0,11)}

v
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y y—x =11

~v = 0M ... hranice mnoziny M

11 Y= Uy U"7s
73
Y2

/11 71 10 z

e Podobné pro vo := {[x, y] € R% z=0, y € (0,11) } oznatme fo ziZeni funkce f na yo.

v
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y y—x =11

~v = 0M ... hranice mnoziny M

11 Y= Uy U"7s
73
Y2

/11 71 10 z

e Podobné pro vo := {[x, y] € R% z=0, y € (0,11) } oznatme fo ziZeni funkce f na 5. Potom

v

fo(y) = f(0,y) =
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y y—x =11

~v = 0M ... hranice mnoziny M

11 Y= Uy U"7s
73
Y2

/11 7110 x

e Podobné pro vo := {[x, y] € R% z=0, y € (0,11) } oznatme fo ziZeni funkce f na 5. Potom

v

Fa(y) = f(0,y) = z° + 2oy — 4z + 8y + 1 =

€Tr=
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y y—x =11

~v = 0M ... hranice mnoziny M

11 Y= Uy U"7s
73
Y2

/11 7110 x

e Podobné pro vo := {[x, y] € R% z=0, y € (0,11) } oznatme fo ziZeni funkce f na 5. Potom

v

fo(y) = £(0,y) = a° + 2zy — 4o + 8y + 1 S =8y+1.

€Tr=
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y y—x =11

~v = 0M ... hranice mnoziny M

11 v=71Ury2U"s
73
Y2

/11 7110 x

e Podobné pro vo := {[x, y] € R% z=0, y € (0,11) } oznatme fo ziZeni funkce f na 5. Potom

v

Fo(y) = £(0,9) = a° + 2y — 4z + 8y + 1 S=8y+L.

€Tr=

Vy3Zetfujme staciondrni body funkce fo pro y € (0, 11) :
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y y—x =11

~v = 0M ... hranice mnoziny M

11 v=71Ury2U"s
73
Y2

/11 7110 x

e Podobng pro v := {[z,y] € R% z=0, y € (0,11)} ozna&me fo ziZeni funkce f na ~yo. Potom

v

Fo(y) = £(0,9) = a° + 2y — 4z + 8y + 1 S=8y+L.

€Tr=

Vygetfujme stacionarni body funkce fo pro y € (0, 11) : fé(a:) =
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y y—x =11

~v = 0M ... hranice mnoziny M

11 v=71Ury2U"s
73
Y2

/11 7110 x

e Podobng pro v := {[z,y] € R% z=0, y € (0,11)} ozna&me fo ziZeni funkce f na ~yo. Potom

v

Fo(y) = £(0,9) = a° + 2y — 4z + 8y + 1 S=8y+L.

€Tr=

Vy&etfujme staciondrni body funkce fo pro y € (0,11) : fo(x) =8 # 0,
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y y—x =11

~v = 0M ... hranice mnoziny M

11 v=71Ury2U"s
73
Y2

/11 7110 x

e Podobng pro v := {[z,y] € R% z=0, y € (0,11)} ozna&me fo ziZeni funkce f na ~yo. Potom

v

Fo(y) = £(0,9) = a° + 2y — 4z + 8y + 1 S=8y+L.

€Tr=

Vygetfujme stacionarni body funkce fo pro y € (0, 11) : fé(a:) = 8 # 0, tedy na 9 extrém neni;
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y y—x =11

~v = 0M ... hranice mnoziny M

11 v=71Ury2U"s
73
Y2

/11 7110 x

e Podobng pro v := {[z,y] € R% z=0, y € (0,11)} ozna&me fo ziZeni funkce f na ~yo. Potom

v

Fo(y) = £(0,9) = a° + 2y — 4z + 8y + 1 S=8y+L.

€Tr=

Vygetfujme stacionarni body funkce fo pro y € (0, 11) : fé(az) = 8 # 0, tedy na 9 extrém neni;
e Nakonec pro v3 := {[z, y] € R?, y=z+11, z € (—11,0)}
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y y—x =11

~v = 0M ... hranice mnoziny M

11 v=71Ury2U"s
73
Y2

/11 7110 x

e Podobng pro v := {[z,y] € R% z=0, y € (0,11)} ozna&me fo ziZeni funkce f na ~yo. Potom

v

Fo(y) = £(0,9) = a° + 2y — 4z + 8y + 1 S=8y+L.

€Tr=

Vygetfujme stacionarni body funkce fo pro y € (0, 11) : fé(a:) = 8 # 0, tedy na yo extrém neni,
e Nakonec pro v3 := {[z, y] € R?, y=z+11, z € (—11,0)} a oznalme f3 ziZeni funkce f na ~s3.
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y y—x =11

~v = 0M ... hranice mnoziny M

11 v=71Ury2U"s
73
Y2

/11 7110 x

e Podobng pro v := {[z,y] € R% z=0, y € (0,11)} ozna&me fo ziZeni funkce f na ~yo. Potom

v

Fo(y) = £(0,9) = a° + 2y — 4z + 8y + 1 S=8y+L.

€Tr=

Vygetfujme stacionarni body funkce fo pro y € (0, 11) : fé(a:) = 8 # 0, tedy na yo extrém neni,
e Nakonec pro v3 := {[z, y] € R?, y=z+11, z € (—11,0)} a oznalme f3 ziZeni funkce f na 3. Potom

f3(x) = f(z, x4+ 11) =
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y y—x =11

~v = 0M ... hranice mnoziny M

11 v=71Ury2U"s
73
Y2

/11 7110 x

e Podobng pro v := {[z,y] € R% z=0, y € (0,11)} ozna&me fo ziZeni funkce f na ~yo. Potom

v

Fo(y) = £(0,9) = a° + 2y — 4z + 8y + 1 S=8y+L.

€Tr=

Vygetfujme stacionarni body funkce fo pro y € (0, 11) : fé(a:) = 8 # 0, tedy na yo extrém neni,
e Nakonec pro v3 := {[z, y] € R?, y=z+11, z € (—11,0)} a oznalme f3 ziZeni funkce f na 3. Potom

f3(z) = fz, @ +11) = 2° + 22(z + 11) — 4z + 8(x + 11) + 1 =
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y y—x =11

~v = 0M ... hranice mnoziny M

11 v=71Ury2U"s
73
Y2

/11 7110 x

e Podobng pro v := {[z,y] € R% z=0, y € (0,11)} ozna&me fo ziZeni funkce f na ~yo. Potom

v

Fo(y) = £(0,9) = a° + 2y — 4z + 8y + 1 S=8y+L.

€Tr=

Vygetfujme stacionarni body funkce fo pro y € (0, 11) : fé(a:) = 8 # 0, tedy na yo extrém neni,
e Nakonec pro v3 := {[z, y] € R?, y=z+11, z € (—11,0)} a oznalme f3 ziZeni funkce f na 3. Potom

fa(x) = f(z,z + 11) = 2° + 22(z + 11) — 4z + 8(z + 11) + 1 = 322 + 262 + 88.
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y y—x =11

~v = 0M ... hranice mnoziny M

11 v=71Ury2U"s
73
Y2

/11 7110 x

e Podobng pro v := {[z,y] € R% z=0, y € (0,11)} ozna&me fo ziZeni funkce f na ~yo. Potom

v

Fo(y) = £(0,9) = a° + 2y — 4z + 8y + 1 S=8y+L.

€Tr=

Vygetfujme stacionarni body funkce fo pro y € (0, 11) : fé(a:) = 8 # 0, tedy na 9 extrém neni;
e Nakonec pro v3 := {[z, y] € R?, y=z+11, z € (—11,0)} a oznalme f3 ziZeni funkce f na 3. Potom

)

fa(x) = f(z,z + 11) = 2° + 22(z + 11) — 4z + 8(z + 11) + 1 = 322 + 262 + 88.

VyZetfujme staciondrni body funkce fg pro x € (—11,0) : f?/)(:v) =
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y y—x =11

~v = 0M ... hranice mnoziny M

11 v=71Ury2U"s
73
Y2

/11 7110 x

e Podobng pro v := {[z,y] € R% z=0, y € (0,11)} ozna&me fo ziZeni funkce f na ~yo. Potom

v

Fo(y) = £(0,9) = a° + 2y — 4z + 8y + 1 S=8y+L.

€Tr=

Vygetfujme stacionarni body funkce fo pro y € (0, 11) : fé(a:) = 8 # 0, tedy na 9 extrém neni;
e Nakonec pro v3 := {[z, y] € R?, y=z+11, z € (—11,0)} a oznalme f3 ziZeni funkce f na 3. Potom

)

fa(x) = f(z,z + 11) = 2° + 22(z + 11) — 4z + 8(z + 11) + 1 = 322 + 262 + 88.

VyZetfujme staciondrni body funkce fg pro x € (—11,0) : f?/)(w) = 6x + 26
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y y—x =11

~v = 0M ... hranice mnoziny M

11 v=71Ury2U"s
73
Y2

/11 7110 x

e Podobng pro v := {[z,y] € R% z=0, y € (0,11)} ozna&me fo ziZeni funkce f na ~yo. Potom

v

Fo(y) = £(0,9) = a° + 2y — 4z + 8y + 1 S=8y+L.

€Tr=

Vygetfujme stacionarni body funkce fo pro y € (0, 11) : fé(a:) = 8 # 0, tedy na 9 extrém neni;
e Nakonec pro v3 := {[z, y] € R?, y=z+11, z € (—11,0)} a oznalme f3 ziZeni funkce f na 3. Potom

)

fa(x) = f(z,z + 11) = 2° + 22(z + 11) — 4z + 8(z + 11) + 1 = 322 + 262 + 88.

VyZetfujme staciondrni body funkce fg pro x € (—11,0) : f?/)(w) =6x+26=0

(©O0to P¥ibyl, Veronika Chrastinova, 2005 [P¥edchozi krok/Dal3i krok] [Klikni zde pro ukon&eni] 4



y y—x =11

~v = 0M ... hranice mnoziny M

11 v=71Ury2U"s
73
Y2

/11 7110 x

e Podobng pro v := {[z,y] € R% z=0, y € (0,11)} ozna&me fo ziZeni funkce f na ~yo. Potom

v

Fo(y) = £(0,9) = a° + 2y — 4z + 8y + 1 S=8y+L.

€Tr=

Vygetfujme stacionarni body funkce fo pro y € (0, 11) : fé(a:) = 8 # 0, tedy na 9 extrém neni;
e Nakonec pro v3 := {[z, y] € R?, y=z+11, z € (—11,0)} a oznalme f3 ziZeni funkce f na 3. Potom
fa(x) = f(z,z + 11) = 2° + 22(z + 11) — 4z + 8(z + 11) + 1 = 322 + 262 + 88.
VyZetfujme staciondrni body funkce fg pro x € (—11,0) : f?/)(w) =6x+26=0— x = —1—33 e (—11,0),
coz vede na druhy bod podezfely z absolutniho extrému: Sy = [—1—33, %] € M.
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Zbyva vysettit posledni kritické body, ve kterych by uvazovana funkce mohla nabyvat svého absolutniho extrému. Jsou
to body, v nichZ se spojuji jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ mnoziny M.

N

Ss

\ 4
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Zbyva vysettit posledni kritické body, ve kterych by uvazovana funkce mohla nabyvat svého absolutniho extrému. Jsou
to body, v nichZ se spojuji jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ mnoziny M.

N

S5

\ 4

Sg S2 S4 i

Celkem tedy mdme pé&t bodl podeztelych z extrému: S1 = [—4,6], So = [—13/3,20/3], S3[—11, 0], S4[0, 0]
a S5 = [0, 11].
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Zbyva vysettit posledni kritické body, ve kterych by uvazovana funkce mohla nabyvat svého absolutniho extrému. Jsou
to body, v nichZ se spojuji jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ mnoziny M.

N

Ss

\ 4

Sg S2 S4 i

Celkem tedy mdme pé&t bodl podeztelych z extrému: S1 = [—4,6], So = [—13/3,20/3], S3[—11, 0], S4[0, 0]
a S5 = [0, 11].
Spottédme f(S;) = z? + 2zy — 4z + 8y + 1 S proi=1az5:

7

f(S1) =
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Zbyva vysettit posledni kritické body, ve kterych by uvazovana funkce mohla nabyvat svého absolutniho extrému. Jsou
to body, v nichZ se spojuji jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ mnoziny M.

N

Ss

\ 4

Sg S2 S4 i

Celkem tedy mdme pé&t bodl podeztelych z extrému: S1 = [—4,6], So = [—13/3,20/3], S3[—11, 0], S4[0, 0]
a S5 = [0, 11].
Spottédme f(S;) = z? + 2zy — 4z + 8y + 1 S proi=1az5:

7

f(S1) = 33, f(S2) =
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Zbyva vysettit posledni kritické body, ve kterych by uvazovana funkce mohla nabyvat svého absolutniho extrému. Jsou
to body, v nichZ se spojuji jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ mnoziny M.

N

Ss

\ 4

Sg S2 S4 i

Celkem tedy mdme pé&t bodl podeztelych z extrému: S1 = [—4,6], So = [—13/3,20/3], S3[—11, 0], S4[0, 0]
a S5 = [0, 11].
Spottédme f(S;) = z? + 2zy — 4z + 8y + 1 S proi=1az5:

7

£(S1) = 33, £(S2) = =, £(S3) =
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Zbyva vysettit posledni kritické body, ve kterych by uvazovana funkce mohla nabyvat svého absolutniho extrému. Jsou
to body, v nichZ se spojuji jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ mnoziny M.

N

Ss

\ 4

Sg S2 S4 i

Celkem tedy mdme pé&t bodl podeztelych z extrému: S1 = [—4,6], So = [—13/3,20/3], S3[—11, 0], S4[0, 0]
a S5 = [0, 11].
Spottédme f(S;) = z? + 2zy — 4z + 8y + 1 S proi=1az5:

7

£(S1) = 33, £(82) = =, £(Ss) = 1, /() =
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Zbyva vysettit posledni kritické body, ve kterych by uvazovana funkce mohla nabyvat svého absolutniho extrému. Jsou
to body, v nichZ se spojuji jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ mnoziny M.

N

Ss

\ 4

Sg S2 S4 i

Celkem tedy mdme pé&t bodl podeztelych z extrému: S1 = [—4,6], So = [—13/3,20/3], S3[—11, 0], S4[0, 0]
a S5 = [0, 11].
Spottédme f(S;) = z? + 2zy — 4z + 8y + 1 S proi=1az5:

7

£(S1) = 33, £(S3) = =, £(S3) = 1, f(S) = 89, £(S5) =
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Zbyva vysettit posledni kritické body, ve kterych by uvazovana funkce mohla nabyvat svého absolutniho extrému. Jsou
to body, v nichZ se spojuji jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ mnoziny M.

N

Ss

\ 4

Sg S2 S4 i

Celkem tedy mdme pé&t bodl podeztelych z extrému: S1 = [—4,6], So = [—13/3,20/3], S3[—11, 0], S4[0, 0]
a S5 = [0, 11].
Spottédme f(S;) = z? + 2zy — 4z + 8y + 1 S proi=1az5:

7

98
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Zbyva vysettit posledni kritické body, ve kterych by uvazovana funkce mohla nabyvat svého absolutniho extrému. Jsou
to body, v nichZ se spojuji jednotlivé segmenty hranice, tzv. ,,rohy“ mnoziny M.

N

Ss

\ 4

Sg S2 S4 i

Celkem tedy mdme pé&t bodl podeztelych z extrému: S1 = [—4,6], So = [—13/3,20/3], S3[—11, 0], S4[0, 0]
a S5 = [0, 11].
Spottédme f(S;) = z? + 2zy — 4z + 8y + 1 S proi=1az5:

7

98

Celkem dostavame: absolutni maximum v bodé S5 a absolutni minimum v bod& Ss.
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