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Uvod

Jednou z nejpouzivanéjSich matematickych disciplin jak v prirodnich védach tak v technickych védach
jsou diferencidlni rovnice. Obycejna diferencidlni rovnice vyjadiuje vztah mezi hledanou funkci jed-
né proménné (vétSinou oznacovanou Yy(x) nebo jen y), jejimi derivacemi a nezavislou proménnou

(vétsSinou oznacovanou Xx).
V nejjednodussi formeé jste se s nimi setkali jiz u neurcitého integralu, kdy jste vlastné resili rovnici:

y'=f(x)
dy
= =@
dy = f(x)dx
fdysz(x)dx
y=F(x)+c

S reSenim diferencialnich rovnic jsou spjaty tyto zakladni otazky:
Existence — kdy ma diferencialni rovnice feSeni .
Jednoznac¢nost — kdy danym podminkam vyhovuje pravé jedno partikularni reSeni.

Metody eSeni — nasledné budeme probirat pouze nékteré typy diferencialnich rovnic.

Touto (stejné jako i nasledujici) otdzkou se nebudeme zabyvat vzhledem k tomu, Ze je probirdna na prednaskach a
v literature (napt. DIBLIK, J., PRIBYL, O.: Obycejné diferencidini rovnice. Brno : VUT v Brné, Fakulta stavebni, 150 s., 2004.

ISBN 80-214-2795-7)
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substituce separl separ2 linear

linearni

Separovatelné diferencialni rovnice

Priklad 1. Najdéte vSechna feSeni diferencialni rovnice:

Res$eni:

(1+x)dy —2ydx

(1+x)dy
dy
y
dy
y
In|y| +cq

In|y]

In|yl|
In|yl|

ly| =
v =

0

1+x)dy —2ydx =0

0

2y dx
2
1+x

[
1+xx

2In|1+ x| + ¢,

x € R\ {-1}; ye R\ {0}

dx

2In|1+x|+c; — ¢ k=In|C|; CeR\({0}

K
In(1+ x)% + In|C|

In[(1 +x)? - |C]]

(1+x)?-|C|
(1+x)%-C

1+x)*-C-y

vhodnou volbou (znaménka) €
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Poznamky:

1. Jak je patrné z radku 2, neni zapottebi psat integracni konstantu po kazdém integrovani, proto-
ze vSechny konstanty miizeme secist dohromady tak, jak je naznaceno svorkou. Staci tedy psat
jedinou konstantu az po zavére¢ném integrovani.

2. Neni nutné oznacovat konstantu jenom pismenem. MliZeme pouzit jakykoliv jiny zapis, na radku
2 napriklad ,prirozeny logaritmus z absolutni hodnoty néjakého Cisla“.

3. Vysledek uvedeny na radku 3 jsme obdrzeli za podminek uvedenych na radku 1. Tedy
C € R\ {0}.
Pokud by totiz platilo C = 0, tak by také y = 0, coZ odporuje druhé podmince v radku 1.

Je zfejma nasledujici otazka:
»,Dostaneme také néjaké reseni nasi rovnice, kdyZ podminky v rddku 1 nebudou splnény?“

Jinymi slovy: Neztratili jsme néjakad reseni diky podminkdm?

Ovéreni nutnosti podminek, za kterych jsme nasli reseni:

y=0 = y, =0 Zadanourovnici (1 +4+x)dy —2ydx =0 nejdrive upravime na tvar:
dy 2y
— =) = —1.
dx ) 1+x *#
Po dosazent:
- 2-0
C1+x

jezfejmé, ze y =0 jetaké reSenim zadané rovnice.
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x=-1 = x,=0 Zadanou rovnici (1 +x)dy —2ydx =0 nejdrive upravime na tvar:
dc = 1+x £0
Po dosazent:
1+ (-1
0= —~~
2y
jezfejmé, ze x = —1 jetaké feSenim zadané rovnice.

Tedy vztah uvedeny na fadku 3 ve vypoctu je feSenim zadané diferencialni rovnice, pticemz x;y; C
mohou nabyvat libovolnych realnych hodnot.

VsSechna reSeni rovnice (1+x)dy—2ydx =0

jsou dana implicitnim vzorcem Fx;v): (1+x)2-C—y=0 vV C e R.

Obsah = «— — = = Celd obr./Okno



separovatelné substituce separl separ2 linear linedarni exaktni
Diferencialni rovnice resené substituci
, 1
y =]
+2
Piiklad 2. Najdéte fedeni potatecni Glohy AT A
y(1)=0
x+2y=u
x + 2y(x) = u(x)
Reseni: Zkusime substituci 2y=u—x kterou dosadime do ptvodni rovnice.
1 1
y = Eu — EX
r_ 1 l
y =34 73

Po dosazeni:

1 1
Eu—z—a x#+-2y (u=#0)
2
u' -1 = —
u
2
u = —+1
u
, 2+u
u =
u
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du

dx

d
2+u U

[ 7z
2+uu

2+u)—-2
—du
24+u

1
J-du—Zj du
2+u

u—2In|2 +u| + 2k

u—x
2
(x+2y)—x
2

+k

+ k
y+k
ey+k
eY - ek

eY.lcl

ceY

substituce separl separ2 linear

2+u

In |2 + u|

In |2+ (x + 2y)|

In |2 + x + 2y|
|2 + x + 2y|

12 + x + 2y| ek = |c|
|2 +x + 2y]|

2+x+2y
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Zbyva urcit konstantu ¢ tak, aby platilo: y(1) =0.

c-e® =2+ (1) +2(0)

c-1=3
c=3
) 1
y =]
Re$eni pocéateéni tllohy X+ 2y
y(1) =0
je dano implicitnim vzorcem F(x;y):3e¥ =2+x+2y.
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Priklad 3. Najdéte feSeni pocatecni tlohy

Reseni: Zkusime substituci

Po dosazeni:

substituce separl separ2 linear linedrni

exaktni

, Xty
y T x—y
y(2)=0
y=xu
y(x) = x - u(x)
y' = u+ xu kterou dosadime do ptivodni rovnice.
Y-y
X
+xu' = X + # 1
u+zxu = po—— x#+y (u )
, o x(1+w)
= x(1—-uw)
, 1+u—u(l—u)
xu' =
1-—u
,  1+u?
S g
du 1+ u?

dx (1-wx
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1—-u
1+ u?

1—-u
fmd“
1 u
J1+u2du_f1+u2du

zf ! g fzu d
1+u2u 1+u2u

2arctgu — In(1 + u?)

du

2arctgu

2 arctgu

e2 arctgu

Y
eZ arctg p

Y
e2 arctg p

1
_— e
c

2 arctg %

substituce separl separ2

linear linearni

dx

x

dx

x

dx

x
dx
x

2

2In|x| +1Inc c>0
In(1+u?)+ 2In|x| +Inc
In[(1 + u?) x?c]
(1 +u?)x%c
2
ll + (X> l x%c
x
(x2+y?c
x2+y
4
2+ 2 _ . 2arctg;
X2 +yt——-e
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Zbyva urcit konstantu ¢ tak, aby platilo:

Reseni pocatecni ulohy

je dano implicitnim vzorcem

substituce separl separ2 linear

linedrni
y(2)=0.
0=22+02—%-e“r“g§
O=4_%_e23rctg0
0=4—=.e20
Cc
0=4—=-¢°
C
0=4—-
iy
c
1
-=C
4
Y = xX+y
xX—=Yy
y(2)=0
1
F(x;y):0=x2+y2—z-e
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y' + 2xy = 2x3y3
Priklad 4. Najdéte feseni pocatecni tlohy

y(0) =1
Reseni:
Nejprve si rovnici upravime y'y 3 +2xy7?% =2x3 ; y # 0
yi=u
y72(x) = u(x)
—2y~3y’ =’ kterou dosadime do ptivodni rovnice.
_3 I _u_’
y Uy =-5
Po dosazeni: _w D = D
2
u —4dxu = —4x3

Tato linearni diferencialni rovnice je (s jinymi pismeny) vyreSena ZDE.

1

u = x2+ =+ ce?’
2

1 1

— = x?+ = +ce¥

y 2

linearni exaktni

a potom zkusime substituci
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Zbyva urcit konstantu ¢ tak, aby platilo: y(0) =1.

1 1 2
= =0% 4+ = + ce??
12 + 2 +

1 0
==+ ce
2+

1
-+c
>t

c

NIk R
Il

y' + 2xy = 2x3y3

Reseni pocateéni tilohy
y(0) =1

je dano implicitnim vzorcem F(;y):2=(2x2+1+e¥")y2.
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separovatelné substituce separl separ2 linear linedarni exaktni

Linearni diferencialni rovnice y +9g(x)-y=h(x)
Priklad 5. Najdéte vSechna feseni diferencialni rovnice: y' —4xy = —4x3
1. PridruZena homogenni rovnice y'—4xy =0 je separovatelna.
y' —4xy = 0
dy
— =4 0
dx xy y#
d
Y 4x dx
y
d
Y j4x dx
y
In|y| —In|c| = 2x? c#0
In |% = 2x? vhodnou volbou znaménka ¢
nZ = 22
c
X — e2x2
c
y = ce**’
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Ovéreni podminky: ¢ =10 = y=20 = y' =0
0—4x-0=0
Obecné ireSeni homogenni rovnice je: yy = ce?*’ VceR

Reseni nehomogenni rovnice najdeme metodou VARIACE KONSTANTY.

2x2

yy = ce
y = K@) e
y' = K'(x)- e +K(x)-e*" - (4x)

A po dosazeni do ptivodni rovnice:

(K0 - 2 + K@) - €2 - (4x)] - 4x [K(x) - 27| = —4x3
K'(x)-e2*® = —4x3
K'(x) = —4x3e~2¢
—2x%=t

konstantu ¢ nahradime vhodnou funkci K (x)

exaktni

K(x) = f(—sz)Ze—sz xdx = —4xdx = dt = f l(t)Zet (—%)l dt = f —%tet dt =

xdxz—ldt
—— 4
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u=--t v =e
1 1 1 1 1 1
= 2 = [—Etetl—f —Eet dt = —Etet+§et+c = —E(—sz)e‘zx2 +Ee‘2x2 +c

1
K(x) = x2e™2*" 4 Ze™2° 4 ¢

2
2 —2x> 1 —2x2 2x2

y = |x°e + >¢€ +cle
1 1
y = xz+§+ce2x2 = ce2x? 4 x2 +E
yH N——

yp
Obecnym resenim nehomogenni linearni diferenc. rovnice "'— 4xy = —4x3
y g y y

. 2 1

je funkce f(x):y=ce** +x2+5 VceR,
pricemz

yy oznacuje obecné reSeni pridruZzené homogenni rovnice;

v

yp oznacuje partikularni reSeni nehomogenni rovnice.
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Exaktni diferencialni rovnice P(x;y)dx+Q(x;y)dy =0

x+y)dx+ (x—y)dy =0
Priklad 6. Najdéte feseni pocatecni ulohy
y(1) =1

Mohli bychom pouZzit substituci tak, jako v tomto prikladu, ale ukazeme si jiny postup.

., ., 0P 0Q L . oF oP
Reseni: Pokud plati — pak existuje funkce F(x; y) takova,zZe — =P; =

ay:a ox ’ @_Q'

Nebo jinak F = f Pdx; F = f Qdy. Funkce F(x;y) senazyva kmenovad funkce a vyraz

dF(x;y) = P(x;y)dx + Q(x;y)dy je totalnim diferencialem této kmenové funkce.
d(x + d(x —
V naSem prikladu parcialni derivace M =1= M
dy dx
Budeme tedy hledat funkci  F(x;y) . 5
X
Feiy) = [@ande=2+xy+00) 4)
OF _ (x? . ’ i 3 3
oy \z T () y—x () = x-y=0Q
o'y = ~y
_y2
o) = [-ydy="-+c (5)
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Po dosazeni vysledku 5 do 4 dostavame

Zbyva urcit konstantu ¢ tak, aby platilo: y(1) =1.
xZ yZ _
7+xy—7+C—0
2 2
Z4+1-1-Z+4c=0
2 2
1=—c
—1=c
x+y)dx+(x—y)dy =0

Reseni pocateéni ilohy
y(1) =1

je dano implicitnim vzorcem F(x;y): % +xy—=—=1
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