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Uvod

Jednou z nejpouzivanéjSich matematickych disciplin jak v prirodnich védach tak v technickych védach
jsou diferencidlni rovnice. Obycejna diferencidlni rovnice vyjadiuje vztah mezi hledanou funkci jed-
né proménné (vétSinou oznacovanou Yy(x) nebo jen y), jejimi derivacemi a nezavislou proménnou
(vétsSinou oznacovanou Xx).

V nejjednodussi formeé jste se s nimi setkali jiz u neurcitého integralu, kdy jste vlastné resili rovnici:

y'=f(x)
dy
= =@
dy = f(x)dx
fdysz(x)dx
y=F(x)+c

S reSenim diferencialnich rovnic jsou spjaty tyto zakladni otazky:
Existence — kdy ma diferencialni rovnice feSeni .
Jednoznac¢nost — kdy danym podminkam vyhovuje pravé jedno partikularni reSeni.

Metody eSeni — nasledné budeme probirat pouze nékteré typy diferencialnich rovnic.

Touto (stejné jako i nasledujici) otdzkou se nebudeme zabyvat vzhledem k tomu, Ze je probirdna na prednaskach a
v literature (napt. DIBLIK, J., PRIBYL, O.: Obycejné diferencidini rovnice. Brno : VUT v Brné, Fakulta stavebni, 150 s., 2004.
ISBN 80-214-2795-7)
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Linearni diferencialni rovnice 1. radu

se specidlni pravou stranou — sloZenou

Priklad 1. Najdéte vSechna feseni diferencialni rovnice:

1. PridruZena homogenni rovnice

y' =2y

In|y| —In|c|

y' =2y=0

0
2y
2 dx

2x

2x

2x
2Xx

2x

y+0

c+0

vhodnou volbou znaménka ¢

Obsah

y +9(x)-y=h(x)
y' —2y=x

je separovatelna.

metoda variace konstant
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Ovéreni podminky: ¢ =0 = y=0 = w =

0-2-0=0

Obecné reSeni homogenni rovnice je: yy = c - e** VceR

Ke stejnému vysledku bychom se dopracovali i pomoci charakteristické rovnice (A — 2 = 0, pro-
toZe zadana rovnice ma konstantni koeficienty) tak, jak bude ukazano u rovnic vyssiho radu. Stejné
tak bychom také mohli odhadnout partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice (protoZe jde o rovnici se
specialni pravou stranou), ale my pouZijeme obecnéjsi postup.

2. ReSeni nehomogenni rovnice najdeme metodou VARIACE KONSTANTY.

yy = c-e** konstantu ¢ nahradime vhodnou funkci K (x)

y = K(x)-e**
y' = K'(x) -e**+K(x)-e** -2

A po dosazeni do ptivodni rovnice:

[K'(x) - e** + 2K (x) - e*] — 2(K(x) - e*¥) = «x
K'(x)-e** = «x
K'(x) = xe™%*
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_ r_ -2
u=x v=e*™ 1 1 1 1
K(x) — fxe—Zx dx = L = __xe—Zx _f __e—Zx dx = __xe—Zx__e—Zx_l_C
u=1 v=—-e 2 2 2 2 4
K(x) = —lxe_zx — le_zx +c
2 4
1 1
y = (—Exe_zx - Ze_zx + c) e
L S SN S
y = —ox— et =ce o
yH N————m,
yp

Obecnym reSenim nehomogenni linearni diferenc. rovnice y' —2y =x
je funkce f(x):yzcezx—g—i VcER,

pricemz

Yy oznacuje obecné reSeni pridruZzené homogenni rovnice;

yp oznacuje partikularni reSeni nehomogenni rovnice.

Obsah = «— — = = Celd obr./Okno



1. Fadu N. Fadu s konst. koef.: homogenni  se specidlni pravou stranou — slofenou  metoda variace konstant

Linearni dif. rovnice n. ¥adu s KONSTANTNIMI KOEFICIENTY
— HOMOGENNI

Priklad 2. Najdéte viechna feSeni diferencialni rovnice: y® —4y® +2y" +10y” — 7y’ — 10y = 0

Reseni:
1. PfidruZena charakteristicka rovnice: A° — 42+ 223 +10A2—-71-10=0

Koreny mohou byt pouze ¢isla +1;+2;+5; £10. Zda jde skutecné o koreny si ovéfime pomoci Horne-
rova schematu.

HS| 1 -4 2 10 -7 -—-10
1] 1 -3 -1 9 2 -8
-1 1 -5 7 3 —-10 0 A=-1

(A5 — 42% + 223 + 1042 = 74 — 10) = (A + 1)(A* — 523 + 742 + 31 — 10)
HS| 1 -5 7 3 -10

~1] 1 -6 13 -10 0 A, =—1

(A5 — 42* + 223 + 1042 — 74 — 10) = (A + 1)2(23 — 642 + 131 — 10)

HS| 1 -6 13 —10
2] 1 -4 &5 0 Ay =2

(A5 — 42% + 223 + 1042 — 74 — 10) = (A + 1)2(A — 2)(12 — 41 + 5)
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(4?2 -4-1-5 4+V16-20 4+V-4 4+tiV4 _ 4+2i

Aass = 21 2 2 7 - a3
A =-1 y, =e*
A, = -1 y, =e %
A3 =2 y; = e?*
Ay =2 +i y, = e?* sinx
Ads =2—i ys = e?* cosx

2. Obecné reseni homogenni rovnice: y, = c;e™ + c,xe™ + c3e?* + ¢, e?* sinx + cse?¥ cosx
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Linearni dif. rovnice n. fadu s KONSTANTNIMI KOEFICIENTY
— SPECIALNI PRAVA STRANA

Priklad 3.
y" + 4y = e* cos 2x
Priklad 3. Najdéte reSeni pocatecni ulohy y(0)=1
y'(0)=0
Reseni:
1. PridruZena homogenni rovnice:
y'+4y=0
2. Pridruzena charakteristicka rovnice:
+4=0

A =2i y1 = sin 2x
Ay =—=2i 1y, =cos2x

3. Obecné ireSeni homogenni rovnice: Yy = €4 Sin 2x + ¢, cos 2x
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4. Odhadnuté partikularni reseni y"” + 4y =e*cos2x = ielx cos 2x
a

= yp = (ae* cos2x + be*sin2x)x*, kde k je ndsobnostkofene 1+ 2i v charakteristické

rovnici. V nasem ptripadé neni 1+ 2i kofenem, proto k = 0. Tedy

yp = (ae*cos2x + be* sin 2x)x°
Yp = ae*cos2x + be*sin2x
yp = e*(acos2x + bsin2x)

yp = e*(acos2x + bsin2x) + e*(—asin2x - 2 + b cos 2x - 2)
yp = e*[(a+ 2b)cos2x + (b — 2a) sin 2x]

yp = €e*[(a+ 2b)cos2x + (b —2a)sin2x] + e*[—(a + 2b) sin2x - 2 + (b — 2a) cos 2x - 2]

yp = €e*[(—3a+ 4b) cos2x + (—3b — 4a) sin 2x]
A po dosazeni

{e*[(—3a + 4b) cos 2x + (—3b — 4a) sin 2x]} + 4e*(a cos 2x + b sin 2x) = e* cos 2x
(=3a + 4b) cos 2x + (—3b — 4a) sin 2x + 4a cos 2x + 4b sin 2x = cos 2x
(a +4b) cos2x + (b — 4a) sin 2x = cos 2x

x=0: (a+4b) cos0+(b —4a) sin0 = cos0
1 0 1
ng: (a+4b)cosg+(b—4a)sin§=cosg
N — N——— N —’
0 1 0
Obsah = «— - =
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a+4b=1
b—4a=0
a+4b=1 |4
—4a+b=0
17b = 4
b= 4
b= 17
+ 4 4 1
il o
17
lla= =
a=—
— 17
. 1 4
yp = ae* cos 2x + be* sin 2x = —e* cos 2x + —e* sin 2x
5. Obecné reseni nehomogenni rovnice: Y=Yy +Yp

X
y = ¢qSin2x + ¢, cos 2x + %(cos 2x + 4 sin 2x)

y’=clc052x-2—czsin2x-2+%(c032x+4sin2x)+i—j(—sin2x-2+4c032x-2)

6. Partikularni reSeni vyhovujici podminkam: y(0)=1 y'(0)=0

1
y(0)=1: 1 = ¢;sin0+c, c050+ﬁg‘3(c050+4 sin 0)

0 1 1 1 0
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1

1=Cz+ﬁ
16

e = 37

y'(0)=0: 0 = c¢;cos0-2—c,sin0

1
O_2C1+ﬁ+ﬁ
_ 9
Hj_ 34

Hledané partikularni reSeni je

0

se specidlni pravou stranou — sloZenou metoda variace konstant

0

e - e -
-2+1—7(c050+451n0)+ 17(—51n0-2+4c050-2)

16 1 4
y=-31 sin 2x + 17 <08 2x + ﬁex cos 2x + ﬁex sin 2x
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Linearni dif. rovnice n. fadu s KONSTANTNIMI KOEFICIENTY
— PRAVA STRANA je sloZena ze SPECIALNIch ¢asti

Priklad 4. Najdéte vSechna feSeni diferencidlni rovnice: y" +2y" +vy' =x? +sinx

Reseni:
1. PridruZena homogenni rovnice:

ylll + Zy” + yl = 0

2. Pridruzena charakteristicka rovnice:

B+22+21=0
A(A2+22+1)=0
AA+1?%=0
11:0 y]_:eo'le
lp=-1 y=e™
A3=-1 y3=¢e"

1x

3. Obecné reseni homogenni rovnice: =cy+ce7* + cyxe™*
H 1 2 3
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Dale mtizeme pokracovat bud metodou variace konstant nebo odhadnout partikularni reSeni pomoci
neurcitych koeficient.
n n ! — 2 ]
y'+2y"+y x“+ sinx
1 2
ProtoZe prava strana zadané rovnice je sloZena ze dvou specialnich ¢asti, pouZijeme princip superpozice

a odhadneme partikularni feseni pro kazdou cast zvlast.

4. Odhadnuté partikularni feseni  yp, = yp + yp,

Pro prvni ¢ast pravé strany: y'+2y"+y =x* =1x+0x+0
a b c
= Yp, = (ax? + bx + ¢)x* ,kde k jenasobnostkofene 0+ 0i v chrakteristické rovnici.

V nasem piipadé je 0 jednondsobnym korenem, proto k = 1. Tedy
yp, = (ax*+bx+c)x

yp, = ax®+bx?+cx

Yp, = 3ax®+2bx+c
yp, = 6ax+2b

yp, = 6a a po dosazeni
(6a) + 2(6ax + 2b) + (3ax? + 2bx +¢) = x?
3ax? + (12a+ 2b)x + 6a+4b +c = x?
Gl 3a = 1
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Pro druhou cast pravé strany:

6a +4b +c
6-%+4(—2)+c
2—8+c

Il

Il Yp,

S Wwlk

o

3

X 2x2+6
—_— — X X
3

y" +2y" +y' =sinx = Lsinlx
a

= Yp, = (asinx + b cos x)x*,kde k jenasobnostkorene 0+ 1i

V nasem piipadé neni i kotfenem, proto k = 0. Tedy

Obsah

Yp,

yp, =

= «—

se specidlni pravou stranou — sloZenou

metoda variace konstant

v chrakteristické rovnici.

(asinx + b cos x)x°

asinx + bcosx

—

=

P}
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!
Yp,

n
yp,

a po dosazeni Vp,

se specidlni pravou stranou — sloZenou

acosx — bsinx
—asinx — bcosx

—acosx + bsinx

(—acosx + bsinx) + 2(—asinx — b cosx) + (acosx — b sinx) sinx
—2asinx — 2b cos x sin x
x=0: —2a sin0 —2b cos0 sin 0
0 1 0
—2b 0
|| b 0
T o 118 0 i .m
x=5 a sin > cos - sin -
1 0 1
—2a 1
1
lla = -
1.
|y, = —5sinx
— _x3 2 1.
yp—yp1+yp2—?—2x +6x—§smx
Obsah = «— - = e

metoda variace konstant
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5. Obecné reseni nehomogenni rovnice: Yy=yy+Yp

3
x 1
y=c;+ce”¥ + c3xe™ + == 2x% + 6x — Esinx
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Linearni dif. rovnice n. fadu s KONSTANTNIMI KOEFICIENTY
— METODA VARIACE KONSTANT

X

Priklad 5. Najdéte vSechna feSeni diferencialni rovnice y' =2y ' +y=
x2+1

ReSeni:
1. PridruZena homogenni rovnice:

y'=2y"+y=0

2. Pridruzena charakteristicka rovnice:
A2—-21+1=0
A-1)2=0

M=1 y =e¥
=1 y,=e

3. Obecné reSeni homogenni rovnice: Yy = c1€* + cyxe*
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4. Variace konstant: Konstanty ¢; nahradime vhodnymi funkcemi K;(x) (pro prehlednost budeme
vynechavat oznaceni proménné) a dosadime do plivodni rovnice

X

" _ oy —
Y/ yry x2+1

yy = c1e¥ + cyxe*
y =Ki(x) - [e*] + Kp(x) - [xe*] = K; - (¥) + K; - (xe”)
y' =Ki-(€¥) + Ky - () + K- (xe¥) + Ky - (xe*)’
y' =Kije* + K;e* + Kyxe* + K, - (1e* + xe*)
zapodminky: Kje* + Kyxe* =0
y' =K e* + K,(e* + xe¥)
y" =Kje* + Kie* + K;(e* + xe*) + K, [e* + (e* + xe*)]

A po dosazent:

X
[K1(e®) + Kie* + Ky (xe*)" + Ky (2e* + xe¥)] — 2[K e* + K, (e* + xe*)] + [K1e* + K,xe¥] = x2e+1

ex

Ki(e¥) + K;(xe*)' + K (e* — 2e* + e*) + K, (2e* + xe* — 2e* — 2xe* + xe*) = )
X
K7 (e*) + Ky (xe¥)' = =

x2+1

Formalni sestaveni systému:
Kie* + Kyxe* =

Ki(e®) + K3(xe*) =

ex

x2+1
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Kie* +Koxe*=0 |-(-1)

ex

Kie* + Ky (e* + xe*) =

x2+1
K'eX = & : eX
2 x2+1
1
K, =
” 2 x2+1

A po dosazeni do prvni rovnice systému

X

Kie* |:e
7 X
| Ki=—%3
x 1 2x f(x)

Ki=—| 5——dx=—z | 5——dx = =——1 1 =—Invx?+
1 _[x2+1 X ij2+1 x | 0 ‘ n(x>+1)+c¢, nvxt+1+4c¢
R (N T
2= | sz dxr=arctgx+c;
5. Obecné reSeni nehomogenni rovnice: y = (—Invx?+ 1+ c;)e* + (arctgx + c;)xe*

y = c1e* + coxe* + e¥(—Inv/x? + 1 + xarctg x)
y'H 3;P
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Priklad 6. Najdéte vSechna feSeni diferencialni rovnice: y" +2y" +y' = x?
Resent:
1. PridruZena homogenni rovnice:
y'+2y"+y' =0
2. Pridruzena charakteristicka rovnice:

B +22+1=0
AA2+21+1)=0

AA+1)?%2=0
21:0 y1=eo'x=1
=-1 y=e™
3=-1 yz=e™
3. Obecné ireSeni homogenni rovnice: Yy =C1 +ce”* + c3xe™

Dale mtUzeme pokracovat bud’ metodou variace konstant nebo odhadnout partikularni reSeni pomoci
neurcitych koeficientii protozZe prava strana je specialni.
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4.Variace konstant: Konstanty c; nahradime vhodnymi funkcemi K; (x) a formalné sestavime systém
(pro prehlednost budeme vynechavat oznac¢eni proménné).

Ki +Ke ™™+ Kzxe™*=0

Ki(1)' + K5 (e™) + K5 (xe™) =0
KT + K3 [ + K3 [@e™)] =2

Ki+Ke™*+Kyxe™*=0

0+K(—e ™)+ Ki(e*—xe*)=0

+
0+ Ky(e™) + Kj(—e™ —e™* + xe ™) = x?
P X _ 2
- 3e —x
2
r_ X~ _ 2.X
K3——e_—x——xe
2 ! X l; X
u=-—-x v =e u=2x v =e
||K3=f—x2exdx= W= —2x b= eX =—x2ex—f—2xexdx= W =2 p=eX =

= —x2%e* + <2xex — f 2e* dx) = —x%e* +2xe* —2e* +¢c3 = e¥(—x2+2x —2) +c3

—Kje™ + (—x%e¥)(e™ —xe™¥) =0

—Khe™ —x24+x3=0

||K2=f(x3—x2)exdx=jx3exdx+j—xzexdx= . =eX(x3—4x2+8x—8)+c,

Obsah = «— — = = Celd obr./Okno



1. Fadu N. Fadu s konst. koef.: homogenni  se specidlni pravou stranou — slofenou  metoda variace konstant

Ki+[(x3 —x?) el e ™ + (—x2%e¥)xe™ =

Ki—x%=0

3
X
||K1=fx2dx=?+c1

5. Obecné reSeni nehomogenni rovnice:

53
y = <? + c1> + [eX(x3 — 4x% + 8x — 8) + ¢, e ¥ + [e¥(—x? + 2x — 2) + c5]xe™™*

.
y = cl+cze—x+c3xe—x+?—2x2+6x—8
Vi

yp
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