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Úvod
Jednou z nejpoužıv́anějšı́ch matematických disciplı́n jak v přı́rodnı́ch vědách tak v technických
vědách jsou diferenciální rovnice. Obyčejná diferenciálnı́ rovnice vyjadřuje vztah mezi hleda‑
nou funkcı́ jedné proměnné (většinou označovanou 𝑦(𝑥) nebo jen 𝑦), jejı́mi derivacemi a ne‑
závislou proměnnou (většinou označovanou 𝑥). V nejjednoduššı́ formě jste se s nimi setkali již
u neurčitého integrálu, kdy jste vlastně řešili rovnici:

𝑦′ = 𝑓(𝑥)
d𝑦
d𝑥 = 𝑓(𝑥)

d𝑦 = 𝑓(𝑥) d𝑥

d𝑦 = 𝑓(𝑥) d𝑥
𝑦 = 𝐹(𝑥) + 𝑐

S řešenı́m diferenciálnı́ch rovnic jsou spjaty tyto základnı́ otázky:

Existence —kdy má diferenciálnı́ rovnice řešenı́ ¹.

Jednoznačnost —kdy daným podmı́nkám vyhovuje právě jedno partikulárnı́ řešenı́.

Metody řešení —následně budeme probı́rat pouze některé typy diferenciálnı́ch rovnic.

¹Touto (stejně jako i následujı́cı́) otázkou se nebudeme zabývat vzhledem k tomu, že je probı́rána na přednáš‑
kách a v literatuře (např. DIBLÍK, J., PŘIBYL, O.: Obyčejné diferenciální rovnice. Brno : VUT v Brně, Fakulta stavebnı́,
150 s., 2004. ISBN 80–214–2795–7)
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Lineární diferenciální rovnice 1. řádu 𝑦′ + 𝑔(𝑥) ⋅ 𝑦 = ℎ(𝑥)
Příklad 1. Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: 𝑦′ − 2𝑦 = 𝑥 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ

1. Přidružená homogenní rovnice 𝑦′ − 2𝑦 = 0 je separovatelná.

𝑦′ − 2𝑦 = 0
𝑦′ = 2𝑦 𝑦 ≠ 0
d𝑦
𝑦 = 2 d𝑥

d𝑦
𝑦 = 2d𝑥

ln |𝑦| − ln |𝑐| = 2𝑥 𝑐 ≠ 0

ln 𝑦
𝑐 = 2𝑥 vhodnou volbou znaménka 𝑐

ln 𝑦𝑐 = 2𝑥

𝑦
𝑐 = e2𝑥

𝑦 = 𝑐 ⋅ e2𝑥

Ověření podmínky: 𝑐 = 0 ⟹ 𝑦 = 0 ⟹ 𝑦′ = 0

0 − 2 ⋅ 0 = 0 řešíme přidruženou homogenní rovnici

Obecné řešení homogenní rovnice je: 𝑦𝐻 = 𝑐 ⋅ e2𝑥 ∀ 𝑐 ∈ ℝ
Ke stejnému výsledku bychom se dopracovali i pomocı́ charakteristické rovnice 𝜆 − 2 = 0,

(protože zadaná rovnicemá konstantnı́ koe icienty) tak, jak bude ukázáno u rovnic vyššı́ho řádu.
Stejně tak bychom takémohli odhadnout partikulárnı́ řešenı́ nehomogennı́ rovnice 𝑦𝑃 = 𝑎𝑥+𝑏
a postupovatmetodou neurčitých koe icientů (protože jde o rovnici se speciálnı́ pravou stranou)
jak také bude ukázáno u rovnic vyššı́ho řádu, ale my použijeme obecnějšı́ postup.

2. Řešení nehomogenní rovnice najdememetodou VARIACE KONSTANTY.

𝑦𝐻 = 𝑐 ⋅ e2𝑥 konstantu 𝑐 nahradı́me vhodnou funkcı́ 𝐾(𝑥)

𝑦 = 𝐾(𝑥) ⋅ e2𝑥
𝑦′ = 𝐾′(𝑥) ⋅ e2𝑥 + 𝐾(𝑥) ⋅ e2𝑥 ⋅ 2
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A po dosazení do původní rovnice:

𝐾′(𝑥) ⋅ e2𝑥 + 2𝐾(𝑥) ⋅ e2𝑥 − 2 𝐾(𝑥) ⋅ e2𝑥 = 𝑥
𝐾′(𝑥) ⋅ e2𝑥 = 𝑥

𝐾′(𝑥) = 𝑥e−2𝑥

𝐾(𝑥) = 𝑥e−2𝑥 d𝑥 =
𝑢 = 𝑥 𝑣′ = e−2𝑥

𝑢′ = 1 𝑣 = −1
2e

−2𝑥
= −12𝑥e

−2𝑥 − −12e
−2𝑥 d𝑥 =

= −12𝑥e
−2𝑥 − 1

4e
−2𝑥 + 𝑐

𝐾(𝑥) = −12𝑥e
−2𝑥 − 1

4e
−2𝑥 + 𝑐

𝑦 = −12𝑥e
−2𝑥 − 1

4e
−2𝑥 + 𝑐 e2𝑥

𝑦 = −12𝑥 −
1
4 + 𝑐e2𝑥 = 𝑐e2𝑥

𝑦𝐻
− 𝑥
2 −

1
4

𝑦𝑃

Obecným řešením nehomogenní lineární diferenc. rovnice 𝑦′ − 2𝑦 = 𝑥

je funkce 𝑓(𝑥) ∶ 𝑦 = 𝑐 e2𝑥 − 𝑥
2 −

1
4 ∀ 𝑐 ∈ ℝ ,

přičemž

𝑦𝐻 označuje obecné řešenı́ přidružené homogennı́ rovnice;

𝑦𝑃 označuje partikulárnı́ řešenı́ nehomogennı́ rovnice.
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Lineární dif. rovnice n. řádu s KONSTANTNÍMI KOEFICIENTY
—HOMOGENNÍ

Příklad 2.a Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: 𝑦″ − 5𝑦′ + 6𝑦 = 0

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená charakteristická rovnice: 𝜆2 − 5𝜆 + 6 = 0
Pro připomenutı́: kořeny mohou být pouze čı́sla ±1;±2;±3;±6.
Ovšem v tomto přı́padě je určı́me pomocı́ rozkladu (𝜆 − 3)(𝜆 − 2) = 0
nebo podle vzorce

𝜆1;2 =
−(−5) ± (−5)2 − 4 ⋅ 1 ⋅ 6

2 ⋅ 1 = 5 ± √25 − 24
2

Tedy
𝜆1 = 3 𝜆2 = 2

𝜆1 = 3 𝑦1 = e3𝑥
𝜆2 = 2 𝑦2 = e2𝑥

2. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1e3𝑥 + 𝑐2e2𝑥

𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ

Příklad 2.b Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: 𝑦‴ + 3𝑦″ + 3𝑦′ + 𝑦 = 0

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená charakteristická rovnice: 𝜆3 + 3𝜆2 + 3𝜆 + 1 = 0
Kořeny určı́me pomocı́ rozkladu (𝜆 + 1)3 = 0

𝜆1 = −1 𝑦1 = e−1𝑥
𝜆2 = −1 𝑦2 = e−1𝑥
𝜆3 = −1 𝑦3 = e−1𝑥

2. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1e−𝑥 + 𝑐2𝑥e−𝑥 + 𝑐3𝑥2e−𝑥

nebo
𝑦𝐻 = (𝑐1 + 𝑐2𝑥 + 𝑐3𝑥2) ⋅ e−𝑥

𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 ∈ ℝ
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Příklad 2.c Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: 𝑦(4) − 𝑦 = 0

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená charakteristická rovnice: 𝜆4 − 1 = 0
Kořeny určı́me pomocı́ rozkladu (𝜆2 − 1) ⋅ (𝜆2 + 1) = (𝜆 − 1) ⋅ (𝜆 + 1) ⋅ (𝜆2 + 1) = 0

𝜆1 = 1 𝑦1 = e1𝑥
𝜆2 = −1 𝑦2 = e−1𝑥
𝜆3;4 = ±𝑖 𝑦3;4 = e(0±1.𝑖)𝑥

𝑦3 = e0𝑥 ⋅ cos1𝑥
𝑦4 = e0𝑥 ⋅ sin 1𝑥

2. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1e𝑥 + 𝑐2e−𝑥 + 𝑐3 cos 𝑥 + 𝑐4 sin 𝑥
𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4 ∈ ℝ

Příklad 2.d Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: 𝑦(4) + 2𝑦″ + 𝑦 = 0

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená charakteristická rovnice: 𝜆4 + 2𝜆2 + 1 = 0
Kořeny určı́me pomocı́ rozkladu (𝜆2 + 1)2 = 0

𝜆1;2 = ±𝑖 𝑦1;2 = e(0±1.𝑖)𝑥

𝑦1 = e0𝑥 ⋅ cos1𝑥
𝑦2 = e0𝑥 ⋅ sin 1𝑥

𝜆3;4 = ±𝑖 𝑦3;4 = e(0±1.𝑖)𝑥

𝑦3 = e0𝑥 ⋅ cos1𝑥
𝑦4 = e0𝑥 ⋅ sin 1𝑥

2. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1 cos 𝑥 + 𝑐2 sin 𝑥 + 𝑐3𝑥 cos 𝑥 + 𝑐4𝑥 sin 𝑥
𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4 ∈ ℝ
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Příklad 2.HS Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice:
𝑦(5) − 4𝑦(4) + 2𝑦‴ + 10𝑦″ − 7𝑦′ − 10𝑦 = 0

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená charakteristická rovnice: 𝜆5 − 4𝜆4 + 2𝜆3 + 10𝜆2 − 7𝜆 − 10 = 0
Kořenymohou být pouze čı́sla ±1;±2;±5;±10. Zda jsou to kořeny ověřı́me pomocı́ Hornerova
sch.
𝐻𝑆 1 − 4 2 10 − 7 − 10
1 1 − 3 − 1 9 2 − 8

−1 1 − 5 7 3 − 10 0 𝜆1 = −1
(𝜆5 − 4𝜆4 + 2𝜆3 + 10𝜆2 − 7𝜆 − 10) = (𝜆 + 1)(𝜆4 − 5𝜆3 + 7𝜆2 + 3𝜆 − 10)

𝐻𝑆 1 −5 7 3 −10
−1 1 −6 13 −10 0 𝜆2 = −1

(𝜆5 − 4𝜆4 + 2𝜆3 + 10𝜆2 − 7𝜆 − 10) = (𝜆 + 1)2(𝜆3 − 6𝜆2 + 13𝜆 − 10)

𝐻𝑆 1 − 6 13 − 10
−1 1 − 7 20 − 30
2 1 − 4 5 0

𝑎 𝑏 𝑐 𝜆3 = 2
(𝜆5 − 4𝜆4 + 2𝜆3 + 10𝜆2 − 7𝜆 − 10) = (𝜆 + 1)2(𝜆 − 2)(𝜆2 − 4𝜆 + 5)

𝜆4;5 =
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎 =

= −(−4) ± (−4)2 − 4 ⋅ 1 ⋅ 5
2 ⋅ 1 = 4 ± √16 − 20

2 = 4 ± √−4
2 = 4 ± i√4

2 = 4 ± 2i
2 = 2 ± i

𝜆1 = −1 𝑦1 = e−1𝑥
𝜆2 = −1 𝑦2 = e−1𝑥
𝜆3 = 2 𝑦3 = e2𝑥
𝜆4;5 = 2 ± 𝑖 𝑦4;5 = e(2±1.𝑖)𝑥

𝑦4 = e2𝑥 ⋅ cos1𝑥
𝑦5 = e2𝑥 ⋅ sin 1𝑥

2.Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1e−𝑥+𝑐2𝑥e−𝑥+𝑐3e2𝑥+𝑐4e2𝑥 sin 𝑥+𝑐5e2𝑥 cos 𝑥
𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5 ∈ ℝ
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Příklad 2.e Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: 𝑦‴ − 𝑦′ = 0

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená charakteristická rovnice: 𝜆3 − 𝜆 = 0
Kořeny určı́me pomocı́ rozkladu 𝜆 ⋅ (𝜆2 − 1) = 𝜆 ⋅ (𝜆 − 1) ⋅ (𝜆 + 1) = 0

𝜆1 = 0 𝑦1 = e0𝑥 = e0 = 1
𝜆2 = 1 𝑦2 = e1𝑥
𝜆3 = −1 𝑦3 = e−1𝑥

2. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1 + 𝑐2e𝑥 + 𝑐3e−𝑥 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 ∈ ℝ

Příklad 2.f Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: 𝑦‴ − 𝑦″ = 0

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená charakteristická rovnice: 𝜆3 − 𝜆2 = 0
Kořeny určı́me pomocı́ rozkladu 𝜆2 ⋅ (𝜆 − 1) = 0

𝜆1 = 0 𝑦1 = e0𝑥 = e0 = 1
𝜆2 = 0 𝑦2 = e0𝑥
𝜆3 = 1 𝑦3 = e1𝑥

2. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1 + 𝑐2𝑥 + 𝑐3e𝑥 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 ∈ ℝ

Příklad 2.g Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: 𝑦‴ + 𝑦′ = 0

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená charakteristická rovnice: 𝜆3 + 𝜆 = 0
Kořeny určı́me pomocı́ rozkladu 𝜆 ⋅ (𝜆2 + 1) = 0

𝜆1 = 0 𝑦1 = e0𝑥 = e0 = 1
𝜆2;3 = ±𝑖 𝑦2;3 = e(0±1.𝑖)𝑥

𝑦2 = e0𝑥 ⋅ cos1𝑥
𝑦3 = e0𝑥 ⋅ sin 1𝑥

2. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1 + 𝑐2 cos 𝑥 + 𝑐3 sin 𝑥 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 ∈ ℝ
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Příklad 2.h Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: 𝑦(7) + 2𝑦(5) + 𝑦‴ = 0

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená charakteristická rovnice: 𝜆7 + 2𝜆5 + 𝜆3 = 0
Kořeny určı́me pomocı́ rozkladu 𝜆3 ⋅ (𝜆4 + 2𝜆2 + 1) = 𝜆3 ⋅ (𝜆2 + 1)2 = 0

𝜆1 = 0 𝑦1 = e0𝑥 = e0 = 1
𝜆2 = 0 𝑦2 = e0𝑥
𝜆3 = 0 𝑦3 = e0𝑥
𝜆4;5 = ±𝑖 𝑦4;5 = e(0±1.𝑖)𝑥

𝑦4 = e0𝑥 ⋅ cos1𝑥
𝑦5 = e0𝑥 ⋅ sin 1𝑥

𝜆6;7 = ±𝑖 𝑦6;7 = e(0±1.𝑖)𝑥

𝑦6 = e0𝑥 ⋅ cos1𝑥
𝑦7 = e0𝑥 ⋅ sin 1𝑥

2. Obecné řešení homogenní rovnice:
𝑦𝐻 = 𝑐1 + 𝑐2𝑥 + 𝑐3𝑥2 + 𝑐4 cos 𝑥 + 𝑐5 sin 𝑥 + 𝑐6𝑥 cos 𝑥 + 𝑐7𝑥 sin 𝑥

𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5, 𝑐6, 𝑐7 ∈ ℝ

Příklad 2. HS2 Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: 𝑦(4) −𝑦‴ −7𝑦″ +𝑦′ +6𝑦 = 0

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená charakteristická rovnice: 𝜆4 − 𝜆3 − 7𝜆2 + 𝜆 + 6 = 0
Kořeny mohou být pouze čı́sla ±1;±2;±3;±6. Zda jsou to kořeny ověřı́me pomocı́ Hornerova
sch.
𝐻𝑆 1 − 1 − 7 1 6
1 1 0 − 7 − 6 0 𝜆1 = 1

𝐻𝑆 1 0 − 7 − 6
1 1 − 6 − 6 − 12

−1 1 − 1 − 6 0 𝜆2 = −1 (𝜆 − 1)(𝜆 + 1)(𝜆2 − 𝜆 − 6) =
= (𝜆 − 1)(𝜆 + 1)(𝜆 + 2)(𝜆 − 3) =

𝜆1 = 1 𝑦1 = e1𝑥
𝜆2 = −1 𝑦2 = e−1𝑥
𝜆3 = −2 𝑦3 = e−2𝑥
𝜆4 = 3 𝑦4 = e3𝑥

2. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1e𝑥+𝑐2e−𝑥+𝑐3e−2𝑥+𝑐4e3𝑥 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4 ∈ ℝ
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Příklad 2. HS3 Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: 2𝑦‴ − 7𝑦″ + 𝑦′ + 10𝑦 = 0

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená charakteristická rovnice: 2𝜆3 − 7𝜆2 + 𝜆 + 10 = 0
Kořeny mohou být pouze čı́sla ±1;±2;±5;±10;±1

2 ; ±
5
2 .

Zda jde skutečně o kořeny si ověřı́me pomocı́ Hornerova schematu.

𝐻𝑆 2 − 7 1 10
1 2 − 5 − 4 6

−1 2 − 9 10 0 𝜆1 = −1 (2𝜆3 − 7𝜆2 + 𝜆 + 10) = (𝜆 + 1)(2𝜆2 − 9𝜆 + 10)

𝜆2;3 =
−(−9) ± (−9)2 − 4 ⋅ 2 ⋅ 10

2 ⋅ 2 = 9 ± √81 − 80
4 =

𝜆2 =
10
4

𝜆3 =
8
4

𝜆1 = −1 𝑦1 = e−𝑥

𝜆2 =
5
2 𝑦2 = e

5
2𝑥

𝜆3 = 2 𝑦3 = e2𝑥

2. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1e−1𝑥 + 𝑐2e
5
2𝑥 + 𝑐3e2𝑥 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 ∈ ℝ
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Lineární dif. rovnice n. řádu s KONSTANTNÍMI KOEFICIENTY
— SPECIÁLNÍ PRAVÁ STRANA

Příklad 3.a Najděte řešenı́ počátečnı́ úlohy
𝑦″ + 4𝑦 = e𝑥 cos2𝑥
𝑦(0) = 1
𝑦′(0) = 0

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená homogenní rovnice: 𝑦″ + 4𝑦 = 0
2. Přidružená charakteristická rovnice: 𝜆2 + 4 = 0

𝜆1;2 = ±2𝑖 𝑦1;2 = e(0±2.𝑖)𝑥

𝑦1 = sin 2𝑥
𝑦2 = cos2𝑥

3. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1 sin 2𝑥 + 𝑐2 cos2𝑥
4. Odhadnuté partikulární řešení 𝑦″ + 4𝑦 = e𝑥 cos2𝑥 = 1⏟

𝑎
e1𝑥 cos2𝑥

⇒ 𝑦𝑃 = (𝑎e𝑥 cos2𝑥 + 𝑏e𝑥 sin 2𝑥)𝑥𝑘 , kde 𝑘 je násobnost kořene 1 ± 2 i v charakte‑
ristické rovnici. V našem přı́padě nenı́ 1 ± 2 i kořenem, proto 𝑘 = 0. Tedy

𝑦𝑃 = (𝑎e𝑥 cos2𝑥 + 𝑏e𝑥 sin 2𝑥)𝑥0

𝑦𝑃 = 𝑎e𝑥 cos2𝑥 + 𝑏e𝑥 sin 2𝑥
𝑦𝑃 = e𝑥(𝑎 cos2𝑥 + 𝑏 sin 2𝑥)

𝑦′𝑃 = e𝑥(𝑎 cos2𝑥 + 𝑏 sin 2𝑥) + e𝑥(−𝑎 sin 2𝑥 ⋅ 2 + 𝑏 cos2𝑥 ⋅ 2)
𝑦′𝑃 = e𝑥[(𝑎 + 2𝑏) cos2𝑥 + (𝑏 − 2𝑎) sin 2𝑥]
𝑦″𝑃 = e𝑥[(𝑎 + 2𝑏) cos2𝑥 + (𝑏 − 2𝑎) sin 2𝑥] + e𝑥[−(𝑎 + 2𝑏) sin 2𝑥 ⋅ 2 + (𝑏 − 2𝑎) cos2𝑥 ⋅ 2]
𝑦″𝑃 = e𝑥[(−3𝑎 + 4𝑏) cos2𝑥 + (−3𝑏 − 4𝑎) sin 2𝑥]

A po dosazenı́

{e𝑥[(−3𝑎 + 4𝑏) cos2𝑥 + (−3𝑏 − 4𝑎) sin 2𝑥]} + 4e𝑥(𝑎 cos2𝑥 + 𝑏 sin 2𝑥) = e𝑥 cos2𝑥 | ∶ e𝑥
(−3𝑎 + 4𝑏) cos2𝑥 + (−3𝑏 − 4𝑎) sin 2𝑥 + 4𝑎 cos2𝑥 + 4𝑏 sin 2𝑥 = cos2𝑥

(𝑎 + 4𝑏) cos2𝑥 + (𝑏 − 4𝑎) sin 2𝑥 = cos2𝑥
𝑥 = 0 ∶ (𝑎 + 4𝑏) cos0

1
+(𝑏 − 4𝑎) sin 0

0
= cos0

1

𝑥 = π
4 ∶ (𝑎 + 4𝑏) cos π

2
0

+(𝑏 − 4𝑎) sin π
2

1

= cos π
2

0
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𝑎 + 4𝑏 = 1
𝑏 − 4𝑎 = 0
𝑎 + 4𝑏 = 1 |.4

−4𝑎 + 𝑏 = 0
17𝑏 = 4

|| 𝑏 = 4
17

𝑎 + 4 4
17 = 1

|| 𝑎 = 1
17

𝑦𝑃 = 𝑎e𝑥 cos2𝑥 + 𝑏e𝑥 sin 2𝑥 = 1
17e

𝑥 cos2𝑥 + 4
17e

𝑥 sin 2𝑥

5. Obecné řešení nehomogenní rovnice: 𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝑃

𝑦 = 𝑐1 sin 2𝑥 + 𝑐2 cos2𝑥 +
e𝑥
17(cos2𝑥 + 4 sin 2𝑥)

𝑦′ = 𝑐1 cos2𝑥 ⋅ 2 − 𝑐2 sin 2𝑥 ⋅ 2 +
e𝑥
17(cos2𝑥 + 4 sin 2𝑥) + e𝑥

17(− sin 2𝑥 ⋅ 2 + 4 cos2𝑥 ⋅ 2)

6. Partikulární řešení vyhovující podmínkám: 𝑦(0) = 1 𝑦′(0) = 0

𝑦(0) = 1 ∶ 1 = 𝑐1 sin 0
0

+𝑐2 cos0
1

+ 1
17 e0⏟

1
( cos0

1
+4 sin 0

0
)

1 = 𝑐2 +
1
17

|| 𝑐2 = 16
17

𝑦′(0) = 0 ∶ 0 = 𝑐1 cos0 ⋅ 2 − 𝑐2 sin 0 ⋅ 2 +
e0
17(cos0 + 4 sin 0) + e0

17(− sin 0 ⋅ 2 + 4 cos0 ⋅ 2)

0 = 2𝑐1 +
1
17 +

8
17

|| 𝑐1 = − 9
34

Hledané partikulárnı́ řešenı́ je

𝑦 = − 9
34 sin 2𝑥 + 16

17 cos2𝑥 + 1
17e

𝑥 cos2𝑥 + 4
17e

𝑥 sin 2𝑥
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Příklad 3.b Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice 𝑦″ + 𝑦′ − 2𝑦 − 6e𝑥 = 0

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ 𝑦″ + 𝑦′ − 2𝑦 = 6e𝑥

1. Přidružená homogenní rovnice: 𝑦″ + 𝑦′ − 2𝑦 = 0

2. Přidružená charakteristická rovnice: 𝜆2 + 𝜆 − 2 = 0
má rozklad

(𝜆 − 1) ⋅ (𝜆 + 2) = 0
𝜆1 = 1 𝑦1 = e1𝑥
𝜆2 = −2 𝑦2 = e−2𝑥

3. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1e𝑥 + 𝑐2e−2𝑥

4. Odhadnuté partikulární řešení 𝑦𝑃 : …= 6 e𝑥 ⋅ 1 = 6⏟
𝑎
e1𝑥 cos0𝑥

⇒ 𝑦𝑃 = (𝑎e1𝑥)𝑥𝑘 , kde 𝑘 je násobnost kořene 1± 0 i = 1 v charakteristické rovnici.
V našem přı́padě je 1 jednonásobným kořenem, proto 𝑘 = 1. Tedy

𝑦𝑃 = (𝑎e𝑥)𝑥1

𝑦𝑃 = (𝑎 𝑥) ⋅ (e𝑥)

𝑦′𝑃 = 𝑎e𝑥 + 𝑎𝑥e𝑥

𝑦″𝑃 = 𝑎e𝑥 + 𝑎e𝑥 + 𝑎𝑥e𝑥

A po dosazenı́

(𝑎e𝑥 + 𝑎e𝑥 + 𝑎𝑥e𝑥) + (𝑎e𝑥 + 𝑎𝑥e𝑥) − 2(𝑎𝑥e𝑥) − 6e𝑥 = 0
3𝑎e𝑥 − 6e𝑥 = 0 | ∶ e𝑥

3𝑎 = 6
𝑎 = 2

Partikulární řešení nehomogenní rovnice: 𝑦𝑃 = 2𝑥e𝑥

5. Obecné řešení nehomogenní rovnice: 𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝑃

𝑦 = 𝑐1e𝑥 + 𝑐2e−2𝑥 + 2𝑥e𝑥 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ
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Příklad3.c Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice 𝑦″−4𝑦′−5𝑦 = (2𝑥+3) e2𝑥

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená homogenní rovnice: 𝑦″ − 4𝑦′ − 5𝑦 = 0
2. Přidružená charakteristická rovnice: 𝜆2 − 4𝜆 − 5 = 0
má rozklad

(𝜆 + 1) ⋅ (𝜆 − 5) = 0

𝜆1 = −1 𝑦1 = e−1𝑥
𝜆2 = 5 𝑦2 = e5𝑥

3. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1 e−𝑥 + 𝑐2 e5𝑥

4. Odhadnuté partikulární řešení 𝑦𝑃 : …= (2𝑥 + 3) e2𝑥 ⋅ 1 = (2⏟
𝑎
𝑥 + 3⏟

𝑏
) e2𝑥 cos0𝑥

⇒ 𝑦𝑃 = (𝑎𝑥 + 𝑏)e2𝑥𝑥𝑘 , kde 𝑘 je násobnost kořene 2 ± 0 i = 2 v charakteristické
rovnici.

V našem přı́padě nenı́ 2 kořenem, proto 𝑘 = 0. Tedy

𝑦𝑃 = (𝑎𝑥 + 𝑏) e2𝑥𝑥0

𝑦𝑃 = (𝑎𝑥 + 𝑏) ⋅ e2𝑥

𝑦′𝑃 = 𝑎 e2𝑥 + (𝑎𝑥 + 𝑏) e2𝑥 ⋅ 2 = (2𝑎𝑥 + 𝑎 + 2𝑏) e2𝑥

𝑦″𝑃 = 2𝑎 e2𝑥 + (2𝑎𝑥 + 𝑎 + 2𝑏) e2𝑥 ⋅ 2

A po dosazenı́

2𝑎 e2𝑥 + 2(2𝑎𝑥 + 𝑎 + 2𝑏) e2𝑥 − 4 (2𝑎𝑥 + 𝑎 + 2𝑏) e2𝑥 − 5 (𝑎𝑥 + 𝑏) e2𝑥 = (2𝑥 + 3) e2𝑥 | ∶ e2𝑥
2𝑎 + 4𝑎𝑥 + 2𝑎 + 4𝑏 − 8𝑎𝑥 − 4𝑎 − 8𝑏 − 5𝑎𝑥 − 5𝑏 = 2𝑥 + 3

−9𝑎𝑥 − 9𝑏 = 2𝑥 + 3
𝑥1 ∶ −9𝑎 = 2
𝑥0 ∶ −9𝑏 = 3

Partikulární řešení nehomogenní rovnice: 𝑦𝑃 = − 2
9 ⋅ 𝑥 +

1
3 e2𝑥

5. Obecné řešení nehomogenní rovnice: 𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝑃

𝑦 = 𝑐1e−𝑥 + 𝑐2e5𝑥 −
2
9 ⋅ 𝑥 +

1
3 e2𝑥 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ
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Příklad3.d Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice 𝑦″−4𝑦′+4𝑦 = (2𝑥+3) e2𝑥

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená homogenní rovnice: 𝑦″ − 4𝑦′ + 4𝑦 = 0
2. Přidružená charakteristická rovnice: 𝜆2 − 4𝜆 + 4 = 0
má rozklad

(𝜆 − 2)2 = 0

𝜆1 = 2 𝑦1 = e2𝑥
𝜆2 = 2 𝑦2 = e2𝑥

3. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1 e2𝑥 + 𝑐2𝑥 e2𝑥

4. Odhadnuté partikulární řešení 𝑦𝑃 : …= (2𝑥 + 3) e2𝑥 ⋅ 1 = (2⏟
𝑎
𝑥 + 3⏟

𝑏
) e2𝑥 cos0𝑥

⇒ 𝑦𝑃 = (𝑎𝑥 + 𝑏) e2𝑥 ⋅ 𝑥𝑘 , kde 𝑘 je násobnost kořene 2 ± 0 i = 2 v charakteristické
rovnici.

V našem přı́padě je 2 dvojnásobným kořenem, proto 𝑘 = 2. Tedy
𝑦𝑃 = (𝑎𝑥 + 𝑏) e2𝑥𝑥2

𝑦𝑃 = (𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2) ⋅ e2𝑥

𝑦′𝑃 = (3𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥) e2𝑥 + (𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2) e2𝑥 ⋅ 2 = (2𝑎𝑥3 + 3𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥2 + 2𝑏𝑥) e2𝑥

𝑦″𝑃 = (6𝑎𝑥2 + 6𝑎𝑥 + 4𝑏𝑥 + 2𝑏) e2𝑥 + (2𝑎𝑥3 + 3𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥2 + 2𝑏𝑥) e2𝑥 ⋅ 2 =
= (4𝑎𝑥3 + 12𝑎𝑥2 + 4𝑏𝑥2 + 6𝑎𝑥 + 8𝑏𝑥 + 2𝑏) e2𝑥

A po dosazenı́
(4𝑎𝑥3 + 12𝑎𝑥2 + 4𝑏𝑥2 + 6𝑎𝑥 + 8𝑏𝑥 + 2𝑏) e2𝑥 −

−4 (2𝑎𝑥3 + 3𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥2 + 2𝑏𝑥) e2𝑥 + 4 (𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2) e2𝑥 = (2𝑥 + 3) e2𝑥 | ∶ e2𝑥
6𝑎𝑥 + 2𝑏 = 2𝑥 + 3

𝑥1 ∶ 6𝑎 = 2
𝑥0 ∶ 2𝑏 = 3

Partikulární řešení nehomogenní rovnice: 𝑦𝑃 =
1
3 ⋅ 𝑥

3 + 3
2 ⋅ 𝑥

2 e2𝑥

5.Obecnéřešenínehomogenní rovnice: 𝑦 = 𝑦𝐻+𝑦𝑃 = 𝑐1e2𝑥+𝑐2 𝑥 e2𝑥+
1
3 ⋅ 𝑥

3 + 3
2 ⋅ 𝑥

2 e2𝑥

nebo

𝑦 = 𝑐1 + 𝑐2 𝑥 +
1
3 ⋅ 𝑥

3 + 3
2 ⋅ 𝑥

2 e2𝑥 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ
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Lineární dif. rovnice n. řádu s KONSTANTNÍMI KOEFICIENTY
— PRAVÁ STRANA je složena ze SPECIÁLNÍCH částí

Příklad 4. Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: 𝑦‴ + 2𝑦″ + 𝑦′ = 𝑥2 + sin 𝑥

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená homogenní rovnice:

𝑦‴ + 2𝑦″ + 𝑦′ = 0
2. Přidružená charakteristická rovnice:

𝜆3 + 2𝜆2 + 𝜆 = 0
𝜆(𝜆2 + 2𝜆 + 1) = 0

𝜆(𝜆 + 1)2 = 0
𝜆1 = 0 𝑦1 = e0.𝑥 = 1
𝜆2 = −1 𝑦2 = e−1𝑥
𝜆3 = −1 𝑦3 = e−1𝑥

3. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1 + 𝑐2e−𝑥 + 𝑐3𝑥e−𝑥

Dále můžeme pokračovat buď metodou variace konstant nebo odhadnout partikulárnı́ řešenı́
pomocı́ neurčitých koe icientů.

𝑦‴ + 2𝑦″ + 𝑦′ = 𝑥2
1
+ sin 𝑥

2

Protože pravá strana zadané rovnice je složena ze dvou speciálnı́ch částı́, použijeme princip su‑
perpozice a odhadneme partikulárnı́ řešenı́ pro každou část zvlášť.

4. Odhadnuté partikulární řešení 𝑦𝑃 = 𝑦𝑃1 + 𝑦𝑃2
Pro první část pravé strany: …= 𝑥2 ⋅ 1 ⋅ 1 = (1⏟

𝑎
𝑥2 + 0⏟

𝑏
𝑥 + 0⏟

𝑐
) ⋅ e0𝑥 ⋅ cos0𝑥

⇒ 𝑦𝑃1 = (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑥𝑘 , kde 𝑘 je násobnost kořene 0 ± 0 i = 0 v charakteristické
rovnici.

V našem přı́padě je 0 jednonásobným kořenem, proto 𝑘 = 1. Tedy

𝑦𝑃1 = (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑥
𝑦𝑃1 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥

𝑦′𝑃1 = 3𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥 + 𝑐
𝑦″𝑃1 = 6𝑎𝑥 + 2𝑏
𝑦‴𝑃1 = 6𝑎 a po dosazenı́
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(6𝑎) + 2(6𝑎𝑥 + 2𝑏) + (3𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥 + 𝑐) = 𝑥2

3𝑎𝑥2 + (12𝑎 + 2𝑏)𝑥 + 6𝑎 + 4𝑏 + 𝑐 = 𝑥2

𝑥2 ∶ 3𝑎 = 1

|| 𝑎 = 1
3

𝑥 ∶ 12𝑎 + 2𝑏 = 0

12 ⋅ 13 + 2𝑏 = 0

2𝑏 = −4
|| 𝑏 = −2

𝑥0 ∶ 6𝑎 + 4𝑏 + 𝑐 = 0

6 ⋅ 13 + 4(−2) + 𝑐 = 0

2 − 8 + 𝑐 = 0
|| 𝑐 = 6

|| 𝑦𝑃1 = 𝑥3
3 − 2𝑥2 + 6𝑥

Pro druhou část pravé strany: …= 1 ⋅ 1 ⋅ sin 𝑥 = 1⏟
𝑎
⋅e0𝑥 ⋅ sin 1𝑥

⇒ 𝑦𝑃2 = (𝑎 sin 𝑥+𝑏 cos 𝑥)𝑥𝑘 , kde 𝑘 je násobnost kořene 0±1 i = ±i v chrakteristické
rovnici. V našem přı́padě nenı́ i kořenem, proto 𝑘 = 0. Tedy

𝑦𝑃2 = (𝑎 sin 𝑥 + 𝑏 cos 𝑥)𝑥0

𝑦𝑃2 = 𝑎 sin 𝑥 + 𝑏 cos 𝑥
𝑦′𝑃2 = 𝑎 cos 𝑥 − 𝑏 sin 𝑥
𝑦″𝑃2 = −𝑎 sin 𝑥 − 𝑏 cos 𝑥
𝑦‴𝑃2 = −𝑎 cos 𝑥 + 𝑏 sin 𝑥

a po dosazenı́
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(−𝑎 cos 𝑥 + 𝑏 sin 𝑥) + 2(−𝑎 sin 𝑥 − 𝑏 cos 𝑥) + (𝑎 cos 𝑥 − 𝑏 sin 𝑥) = sin 𝑥
−2𝑎 sin 𝑥 − 2𝑏 cos 𝑥 = sin 𝑥

𝑥 = 0 ∶ −2𝑎 sin 0
0

−2𝑏 cos0
1

= sin 0
0

−2𝑏 = 0
|| 𝑏 = 0

𝑥 = π
2 ∶ −2𝑎 sin π2

1

−2𝑏 cos π2
0

= sin π2
1

−2𝑎 = 1

|| 𝑎 = −12

|| 𝑦𝑃2 = −12 sin 𝑥

𝑦𝑃 = 𝑦𝑃1 + 𝑦𝑃2 =
𝑥3
3 − 2𝑥2 + 6𝑥 − 1

2 sin 𝑥

5. Obecné řešení nehomogenní rovnice: 𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝑃

𝑦 = 𝑐1+𝑐2 e−𝑥+𝑐3 𝑥 e−𝑥+
𝑥3
3 −2𝑥2+6𝑥−1

2 sin 𝑥 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 ∈ ℝ
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Lineární dif. rovnice n. řádu s KONSTANTNÍMI KOEFICIENTY
—METODA VARIACE KONSTANT

Příklad 5. Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice 𝑦″ − 2𝑦′ + 𝑦 = e𝑥
𝑥2+1

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená homogenní rovnice:

𝑦″ − 2𝑦′ + 𝑦 = 0
2. Přidružená charakteristická rovnice:

𝜆2 − 2𝜆 + 1 = 0
(𝜆 − 1)2 = 0

𝜆1 = 1 𝑦1 = e1𝑥
𝜆2 = 1 𝑦2 = e1𝑥

3. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1e𝑥 + 𝑐2𝑥e𝑥

4. Variace konstant: Konstanty 𝑐𝑖 nahradı́me vhodnými funkcemi𝐾𝑖(𝑥) (pro přehlednost bu‑
deme vynechávat označenı́ proměnné) a dosadı́me do původnı́ rovnice

𝑦″ − 2𝑦′ + 𝑦 = e𝑥
𝑥2 + 1

𝑦𝐻 = 𝑐1e𝑥 + 𝑐2𝑥e𝑥
𝑦 = 𝐾1(𝑥) ⋅ [e𝑥] + 𝐾2(𝑥) ⋅ [𝑥e𝑥] = 𝐾1 ⋅ (e𝑥) + 𝐾2 ⋅ (𝑥e𝑥)
𝑦′ = 𝐾′

1 ⋅ (e𝑥) + 𝐾1 ⋅ (e𝑥)′ + 𝐾′
2 ⋅ (𝑥e𝑥) + 𝐾2 ⋅ (𝑥e𝑥)′

𝑦′ = 𝐾′
1e𝑥 + 𝐾1e𝑥 + 𝐾′

2𝑥e𝑥 + 𝐾2 ⋅ (1e𝑥 + 𝑥e𝑥)
za podmı́nky: 𝐾′

1e𝑥 + 𝐾′
2𝑥e𝑥 = 0

𝑦′ = 𝐾1e𝑥 + 𝐾2(e𝑥 + 𝑥e𝑥)
𝑦″ = 𝐾′

1e𝑥 + 𝐾1e𝑥 + 𝐾′
2(e𝑥 + 𝑥e𝑥) + 𝐾2[e𝑥 + (e𝑥 + 𝑥e𝑥)]

A po dosazenı́:
[𝐾′

1(e𝑥)′ + 𝐾1e𝑥 + 𝐾′
2(𝑥e𝑥)′ + 𝐾2(2e𝑥 + 𝑥e𝑥)] − 2[𝐾1e𝑥 + 𝐾2(e𝑥 + 𝑥e𝑥)] + [𝐾1e𝑥 + 𝐾2𝑥e𝑥] =

e𝑥
𝑥2+1

𝐾′
1(e𝑥)′ + 𝐾′

2(𝑥e𝑥)′ + 𝐾1(e𝑥 − 2e𝑥 + e𝑥) + 𝐾2(2e𝑥 + 𝑥e𝑥 − 2e𝑥 − 2𝑥e𝑥 + 𝑥e𝑥) = e𝑥
𝑥2+1

𝐾′
1(e𝑥)′ + 𝐾′

2(𝑥e𝑥)′ =
e𝑥

𝑥2+1
Formálnı́ sestavenı́ systému:

𝐾′
1e𝑥 + 𝐾′

2𝑥e𝑥 = 0
𝐾′
1(e𝑥)′ + 𝐾′

2(𝑥e𝑥)′ =
e𝑥

𝑥2+1
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𝐾′
1e𝑥 + 𝐾′

2𝑥e𝑥 = 0 | ⋅ (−1)
𝐾′
1e𝑥 + 𝐾′

2(e𝑥 + 𝑥e𝑥) = e𝑥
𝑥2+1

𝐾′
2e𝑥 =

e𝑥
𝑥2+1 | ∶ e𝑥

|| 𝐾′
2 =

1
𝑥2+1

A po dosazenı́ do prvnı́ rovnice systému
𝐾′
1e𝑥 +

1
𝑥2+1𝑥e

𝑥 = 0 | ∶ e𝑥

|| 𝐾′
1 = − 𝑥

𝑥2+1

𝐾1 = − 𝑥
𝑥2 + 1 d𝑥 = −12

2𝑥
𝑥2 + 1 d𝑥 = −12

𝑓′(𝑥)
𝑓(𝑥) d𝑥 = −12 ln(𝑥2+1)+𝑐1 = − ln 𝑥2 + 1 + 𝑐1

𝐾2 =
1

𝑥2 + 1 d𝑥 = arctg 𝑥 + 𝑐2

5. Obecné řešení nehomogenní rovnice: 𝑦 = (− ln√𝑥2 + 1 + 𝑐1)e𝑥 + ( arctg 𝑥 + 𝑐2)𝑥e𝑥

𝑦 = 𝑐1e𝑥 + 𝑐2𝑥e𝑥
𝑦𝐻

+ e𝑥(− ln 𝑥2 + 1 + 𝑥 arctg 𝑥)
𝑦𝑃

𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ
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Příklad 5.b Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: 𝑦‴ + 2𝑦″ + 𝑦′ = 𝑥2

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená homogenní rovnice:

𝑦‴ + 2𝑦″ + 𝑦′ = 0
2. Přidružená charakteristická rovnice:

𝜆3 + 2𝜆2 + 𝜆 = 0
𝜆(𝜆2 + 2𝜆 + 1) = 0

𝜆(𝜆 + 1)2 = 0
𝜆1 = 0 𝑦1 = e0.𝑥 = 1

𝜆2 = −1 𝑦2 = e−1𝑥
𝜆3 = −1 𝑦3 = e−1𝑥

3. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1 + 𝑐2e−𝑥 + 𝑐3𝑥e−𝑥

Dále můžeme pokračovat buď metodou variace konstant nebo odhadnout partikulárnı́ řešenı́
pomocı́ neurčitých koe icientů protože pravá strana je speciálnı́.

4. Variace konstant: Konstanty 𝑐𝑖 nahradı́me vhodnými funkcemi𝐾𝑖(𝑥) a formálně sestavı́me
systém (pro přehlednost budeme vynechávat označenı́ proměnné).

𝐾′
1 + 𝐾′

2e−𝑥 + 𝐾′
3𝑥e−𝑥 = 0

𝐾′
1(1)′ + 𝐾′

2 (e−𝑥)
′ + 𝐾′

3 (𝑥e−𝑥)
′ = 0

𝐾′
1 [(1)′]

′ + 𝐾′
2 (e−𝑥)′

′
+ 𝐾′

3 (𝑥e−𝑥)′
′

= 𝑥2

𝐾′
1 + 𝐾′

2e−𝑥 + 𝐾′
3𝑥e−𝑥 = 0

0 + 𝐾′
2(−e−𝑥) + 𝐾′

3(e−𝑥 − 𝑥e−𝑥) = 0
0 + 𝐾′

2(e−𝑥) + 𝐾′
3(−e−𝑥 − e−𝑥 + 𝑥e−𝑥) = 𝑥2

+

−𝐾′
3e−𝑥 = 𝑥2

𝐾′
3 = − 𝑥2

e−𝑥 = −𝑥2e𝑥

−𝐾′
2e−𝑥 + (−𝑥2e𝑥)(e−𝑥 − 𝑥e−𝑥) = 0

−𝐾′
2e−𝑥 − 𝑥2 + 𝑥3 = 0

𝐾′
1 + [(𝑥3 − 𝑥2) e𝑥] e−𝑥 + (−𝑥2e𝑥)𝑥e−𝑥 = 0

𝐾′
1 − 𝑥2 = 0

|| 𝐾3 = −𝑥2e𝑥 d𝑥 = 𝑢 = −𝑥2 𝑣′ = e𝑥
𝑢′ = −2𝑥 𝑣 = e𝑥 = −𝑥2e𝑥− −2𝑥e𝑥 d𝑥 = 𝑢 = 2𝑥 𝑣′ = e𝑥

𝑢′ = 2 𝑣 = e𝑥 =

= −𝑥2e𝑥 + 2𝑥e𝑥 − 2e𝑥 d𝑥 = −𝑥2e𝑥 + 2𝑥e𝑥 − 2e𝑥 + 𝑐3 = e𝑥(−𝑥2 + 2𝑥 − 2) + 𝑐3
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|| 𝐾2 = (𝑥3 − 𝑥2)
𝑢

e𝑥⏟
𝑣′

d𝑥 = … ještě 2× per partes… = e𝑥(𝑥3 − 4𝑥2 + 8𝑥 − 8) + 𝑐2

|| 𝐾1 = 𝑥2 d𝑥 = 𝑥3
3 + 𝑐1

5. Obecné řešení nehomogenní rovnice:

𝑦 = 𝑥3
3 + 𝑐1 + [e𝑥(𝑥3 − 4𝑥2 + 8𝑥 − 8) + 𝑐2]e−𝑥 + [e𝑥(−𝑥2 + 2𝑥 − 2) + 𝑐3]𝑥e−𝑥

A po úpravě

𝑦 = 𝑐1 + 𝑐2e−𝑥 + 𝑐3𝑥e−𝑥
𝑦𝐻

+ 𝑥3
3 − 2𝑥2 + 6𝑥 − 8

𝑦𝑃

𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 ∈ ℝ
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Příklad 6.c Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: 𝑦‴ + 𝑦′ = cos2 𝑥

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená homogenní rovnice:

𝑦‴ + 𝑦′ = 0
2. Přidružená charakteristická rovnice:

𝜆3 + 𝜆 = 0
𝜆(𝜆2 + 1) = 0

𝜆1 = 0 𝑦1 = e0𝑥 = 1
𝜆2;3 = ±𝑖 𝑦2;3 = e(0±1.𝑖)𝑥

𝑦2 = e0𝑥 ⋅ cos1𝑥
𝑦3 = e0𝑥 ⋅ sin 1𝑥

3. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1 + 𝑐2 cos 𝑥 + 𝑐3 sin 𝑥
4. Variace konstant: Konstanty 𝑐𝑖 nahradı́me vhodnými funkcemi𝐾𝑖(𝑥) a formálně sestavı́me
systém (pro přehlednost budeme vynechávat označenı́ proměnné).

𝐾′
1 + 𝐾′

2 cos 𝑥 + 𝐾′
3 sin 𝑥 = 0

𝐾′
1(1)′ + 𝐾′

2 (cos 𝑥)
′ + 𝐾′

3 (sin 𝑥)
′ = 0

𝐾′
1 [(1)′]

′ + 𝐾′
2 (cos 𝑥)′

′
+ 𝐾′

3 (sin 𝑥)′
′
= cos2 𝑥

Po provedenı́ přı́slušných derivacı́:
𝐾′
1 + 𝐾′

2 cos 𝑥 + 𝐾′
3 sin 𝑥 = 0 (1)

0 + 𝐾′
2(− sin 𝑥) + 𝐾′

3(cos 𝑥) = 0 (2)
0 + 𝐾′

2(− cos 𝑥) + 𝐾′
3(− sin 𝑥) = cos2 𝑥 (3)

Vezmeme rovnice (2) a (3):
−𝐾′

2 sin 𝑥 + 𝐾′
3 cos 𝑥 = 0 | ⋅ cos 𝑥

−𝐾′
2 cos 𝑥 − 𝐾′

3 sin 𝑥 = cos2 𝑥 | ⋅ (− sin 𝑥)
𝐾′
3 (cos2 𝑥 + sin2 𝑥)

1
= cos2 𝑥 ⋅ (− sin 𝑥)

|| 𝐾3 = cos2 𝑥 ⋅ (− sin 𝑥) d𝑥 = cos 𝑥 = 𝑡
− sin 𝑥 d𝑥 = d𝑡 = 𝑡2 d𝑡 = 𝑡3

3 + 𝑐3 =
1
3 cos3 𝑥 + 𝑐3

Opět vezmeme rovnice (2) a (3):
−𝐾′

2 sin 𝑥 + 𝐾′
3 cos 𝑥 = 0 | ⋅ sin 𝑥

−𝐾′
2 cos 𝑥 − 𝐾′

3 sin 𝑥 = cos2 𝑥| ⋅ cos 𝑥
− 𝐾′

2 (sin2 𝑥 + cos2 𝑥)
1

= cos3 𝑥
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|| 𝐾2 = − cos3 𝑥 d𝑥 = − cos2 𝑥⋅cos 𝑥 d𝑥 = (sin2 𝑥−1)⋅ cos 𝑥 d𝑥 = sin 𝑥 = 𝑢
cos 𝑥 d𝑥 = d𝑢 =

= (𝑢2 − 1) d𝑢 = 𝑢3
3 − 𝑢 + 𝑐2 =

1
3 sin3 𝑥 − sin 𝑥 + 𝑐2

Nynı́ 𝐾′
2 a 𝐾′

3 dosadı́me do rovnice (1):
𝐾′
1 + (− cos3 𝑥) ⋅ cos 𝑥 + (− sin 𝑥 ⋅ cos2 𝑥) ⋅ sin 𝑥 = 0

𝐾′
1 − cos2 𝑥( cos2 𝑥 + sin2 𝑥

1
) = 0

|| 𝐾1 = cos2 𝑥 d𝑥 = 1 = cos2 𝑥 + sin2 𝑥
cos2𝑥 = cos2 𝑥 − sin2 𝑥 = 1 + cos2𝑥

2 d𝑥 = 1
2 d𝑥+12 cos2𝑥

𝑣
d𝑥 =

= 1
2𝑥 +

1
4 sin 2𝑥 + 𝑐1

5. Obecné řešení nehomogenní rovnice:

𝑦 = 1
2𝑥 +

1
4 sin 2𝑥
2 sin𝑥 cos𝑥

+𝑐1 + 1
3 sin3 𝑥 − sin 𝑥 + 𝑐2 ⋅ cos 𝑥 + 1

3 cos3 𝑥 + 𝑐3 ⋅ sin 𝑥

A po úpravě

𝑦 = 𝑐1 + 𝑐2 cos 𝑥 + 𝑐3 sin 𝑥
𝑦𝐻

+ 𝑥
2 −

1
12 sin 2𝑥
𝑦𝑃

𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 ∈ ℝ
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Příklad 7.d Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: 𝑦″ + 3𝑦′ + 2𝑦 = 1
e𝑥+1

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ

1. Přidružená homogenní rovnice:

𝑦″ + 3𝑦′ + 2 = 0
2. Přidružená charakteristická rovnice:

𝜆2 + 3𝜆 + 2 = 0
(𝜆 + 1)(𝜆 + 2) = 0
𝜆1 = −1 𝑦1 = e−1𝑥

𝜆2 = −2 𝑦2 = e−2𝑥

3. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1 e−𝑥 + 𝑐2 e−2𝑥

4. Variace konstant: Konstanty 𝑐𝑖 nahradı́me vhodnými funkcemi𝐾𝑖(𝑥) a formálně sestavı́me
systém (pro přehlednost budeme vynechávat označenı́ proměnné).

𝐾′
1 e−𝑥 + 𝐾′

2 e−2𝑥 = 0
𝐾′
1 (e−𝑥)

′ + 𝐾′
2 e−2𝑥 ′ = 1

e𝑥+1
Po provedenı́ přı́slušných derivacı́:

𝐾′
1 e−𝑥 + 𝐾′

2 e−2𝑥 = 0

𝐾′
1 e−𝑥(−1) + 𝐾′

2 e−2𝑥(−2) = 1
e𝑥 + 1

𝐾′
2 −e−2𝑥 = 1

e𝑥 + 1 | ⋅ −e2𝑥

𝐾′
2 = − e2𝑥

e𝑥 + 1
a po dosazenı́ do prvnı́ rovnice

𝐾′
1 e−𝑥 −

e2𝑥
e𝑥 + 1 e−2𝑥 = 0

𝐾′
1 = e𝑥

e𝑥 + 1

|| 𝐾2 = − e2𝑥
e𝑥 + 1 d𝑥 = − e𝑥

e𝑥 + 1 ⋅ e
𝑥 d𝑥 =

e𝑥 + 1 = 𝑡
e𝑥 = 𝑡 − 1

e𝑥 d𝑥 = d𝑡
= − 𝑡 − 1

𝑡 d𝑡 = / − 1 + �̃�2
𝑐2

= − d𝑡 + 1
𝑡 d𝑡 = −𝑡 + ln |𝑡| + �̃�2 = −(e𝑥 + 1) + �̃�2 + ln(e𝑥 + 1)
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|| 𝐾1 = ∫
e𝑥

e𝑥 + 1 d𝑥 = 𝑓′(𝑥)
𝑓(𝑥) d𝑥 = ln(e𝑥 + 1) + 𝑐1

5. Obecné řešení nehomogenní rovnice:

𝑦 = [ln(e𝑥 + 1) + 𝑐1] e−𝑥 + [−e𝑥 + ln(e𝑥 + 1) + 𝑐2] e−2𝑥

A po úpravě

𝑦 = 𝑐1 e−𝑥 + 𝑐2 e−2𝑥
𝑦𝐻

+ (e−𝑥 + e−2𝑥) ln(e𝑥 + 1) − e−𝑥
𝑦𝑃

𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ
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Příklad 8.e Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: 𝑦″ + 4𝑦′ + 4𝑦 = 𝑥−3 e−2𝑥

Řešení: 𝑥 ∈ ℝ ⧵ {0} ; 𝑦 ∈ ℝ

1. Přidružená homogenní rovnice:

𝑦″ + 4𝑦′ + 4 = 0
2. Přidružená charakteristická rovnice:

𝜆2 + 4𝜆 + 4 = 0
(𝜆 + 2)2 = 0

𝜆1 = −2 𝑦1 = e−2𝑥

𝜆2 = −2 𝑦2 = e−2𝑥

3. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1 e−2𝑥 + 𝑐2 𝑥 e−2𝑥

4. Variace konstant: Konstanty 𝑐𝑖 nahradı́me vhodnými funkcemi𝐾𝑖(𝑥) a formálně sestavı́me
systém (pro přehlednost budeme vynechávat označenı́ proměnné).

𝐾′
1 e−2𝑥 + 𝐾′

2 𝑥 e−2𝑥 = 0
𝐾′
1 e−2𝑥 ′ + 𝐾′

2 𝑥 ⋅ e−2𝑥 ′ = 𝑥−3 e−2𝑥

Po provedenı́ přı́slušných derivacı́:

𝐾′
1 e−2𝑥 + 𝐾′

2 𝑥 e−2𝑥 = 0 | ⋅ 2
𝐾′
1 e−2𝑥(−2) + 𝐾′

2 e−2𝑥 + 𝑥 ⋅ e−2𝑥(−2) = 𝑥−3 e−2𝑥

𝐾′
2 e−2𝑥 = 𝑥−3 e−2𝑥 | ⋅ e2𝑥

𝐾′
2 = 𝑥−3

a po dosazenı́ do prvnı́ rovnice

𝐾′
1 = −𝑥−2

|| 𝐾2 = 𝑥−3 d𝑥 = 𝑥−2
−2 + 𝑐2 || 𝐾1 = −𝑥−2 d𝑥 = −𝑥

−1

−1 + 𝑐1

5. Obecné řešení nehomogenní rovnice:

𝑦 = 𝑥−1 + 𝑐1 e−2𝑥 + −0, 5𝑥−2 + 𝑐2 ⋅ 𝑥 e−2𝑥

A po úpravě

𝑦 = 𝑐1 e−2𝑥 + 𝑐2 𝑥 e−2𝑥
𝑦𝐻

+0, 5 𝑥−1 e−2𝑥
𝑦𝑃

𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ
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Příklad 9.f Najděte všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice: 𝑦″ + 4𝑦′ + 4𝑦 = e−2𝑥 ln 𝑥

Řešení: 𝑥 > 0 ; 𝑦 ∈ ℝ
1. Přidružená homogenní rovnice:

𝑦″ + 4𝑦′ + 4 = 0
2. Přidružená charakteristická rovnice:

𝜆2 + 4𝜆 + 4 = 0
(𝜆 + 2)2 = 0

𝜆1 = −2 𝑦1 = e−2𝑥

𝜆2 = −2 𝑦2 = e−2𝑥

3. Obecné řešení homogenní rovnice: 𝑦𝐻 = 𝑐1 e−2𝑥 + 𝑐2 𝑥 e−2𝑥

4. Variace konstant: Konstanty 𝑐𝑖 nahradı́me vhodnými funkcemi𝐾𝑖(𝑥) a formálně sestavı́me
systém (pro přehlednost budeme vynechávat označenı́ proměnné).

𝐾′
1 e−2𝑥 + 𝐾′

2 𝑥 e−2𝑥 = 0

𝐾′
1 e−2𝑥 ′ + 𝐾′

2 𝑥 ⋅ e−2𝑥 ′ = e−2𝑥 ln 𝑥
Po provedenı́ přı́slušných derivacı́:

𝐾′
1 e−2𝑥 + 𝐾′

2 𝑥 e−2𝑥 = 0 | ⋅ 2
𝐾′
1 e−2𝑥(−2) + 𝐾′

2 e−2𝑥 + 𝑥 ⋅ e−2𝑥(−2) = e−2𝑥 ln 𝑥

𝐾′
2 e−2𝑥 = e−2𝑥 ln 𝑥 | ⋅ e2𝑥

𝐾′
2 = ln 𝑥

a po dosazenı́ do prvnı́ rovnice
𝐾′
1 = −𝑥 ln 𝑥

|| 𝐾2 = ln 𝑥 ⋅ 1 d𝑥 =
𝑢 = ln 𝑥 𝑣′ = 1
𝑢′ = 1

𝑥 𝑣 = 𝑥 = 𝑥 ln 𝑥 − 1
𝑥 𝑥 d𝑥 = 𝑥 ln 𝑥 − d𝑥 =

= 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 + 𝑐2

|| 𝐾1 = ∫−𝑥 ln 𝑥 d𝑥 =
𝑢 = ln 𝑥 𝑣′ = −𝑥
𝑢′ = 1

𝑥 𝑣 = −𝑥2
2

= −𝑥
2

2 ln 𝑥− 1
𝑥 −𝑥

2

2 d𝑥 = −𝑥
2

2 ln 𝑥 + 𝑥2
4 + 𝑐1

5. Obecné řešení nehomogenní rovnice:

𝑦 = −𝑥
2

2 ln 𝑥 + 𝑥2
4 + 𝑐1 e−2𝑥 + (𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 + 𝑐2) ⋅ 𝑥 e−2𝑥

A po úpravě

𝑦 = 𝑐1 e−2𝑥 + 𝑐2 𝑥 e−2𝑥
𝑦𝐻

+ 𝑥2
2 e−2𝑥 ln 𝑥 − 3𝑥2

4 e−2𝑥

𝑦𝑃

𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ
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