FAST - Dvojny integrdl 1z [

Vypocitejte dvojny integral

3 C
A=][1;1]
B=[4:1
f f(x,y)dxdy kde C= {2_3]] tedy | Ag B
AABC f(x, y) — xyZ

Urceni integracnich mezi

1. zptisob - kladné orientované rovnobézky s osou y

Ze vSech moZnych rovnobéZek si
vybereme pouze ty, které maji se
zadanym trojuhelnikem spolec¢ny
alespon jeden bod. VSechny takové
rovnobézky lezi mezi primkami
x=1 a x=4,

tedy pro xové¢ souradnice libovolného
(vnitfniho) bodu trojuhelnika musi
platit:

1<x<4

0 1 2 4

A pokud ptijdeme ve sméru Sipek, tak kazdy bod ve kterém libovolna orientovana rovnobézka
s osou vstoupi DO trojuhelnika oznacime D (a pfidame poradové Cislo) a kazdy bod ve kterém
orientovana usecka vystoupi Z trojihelnika oznacime H.

VSechny takové body D dohromady tvoii dolni hranici (D, ... Dg leZi na jedné tisecce) a vSech-
ny body H dohromady tvori horni hranici (body H;, H,, H; leZi na jedné tisecce a body Hs, Hy,
H; lezi na druhé usecce). Z toho plyne, Ze dolni hranici miizeme popsat rovnici primky, ktera
hranici prochazi: y=1,
ale pro horni hranici budeme potrebovat takové rovnice dve.

Proto AABC rozdélime useckou prochazejici body D; a C= Hs; na dva trojuhelniky, a to
AAD;C a AD3;BC. Tedyplatii AABC = AAD;C U AD3BC
av disledku toho miizeme dvojny ptivodni dvojny integral vyjadrit jako soucet ptislusnych dvoj-
nych integralt takto:

fenddy= || fanacdy+ || feoydxay

AAD3C U AD3BC AAD5C AD3BC

Brno 2014 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST - Dvojny integrdl 2z

protoze prinik obou uvazovanych trojuhelniki (isecka D3C) ma nulovou plochu.

A protoze oba zminéné trojuhelniky AAD3C i AD3BC jsou elementdrnimi oblast-
mi 1. druhu v roviné (viz strana 8 zminénych skript) uré¢ime meze pro proménné v kazdém z
trojuhelnik:

AAD;C AD3BC
1<x<?2 2<x<4
1<y<2x-1 1<y<5-—x

2. zpusob - kladné orientované rovnobézky s osou x

Ze vSech moZnych rovnobéZek si
vybereme pouze ty, které maji se
zadanym trojuhelnikem spole¢ny
alespon jeden bod. VSechny takové
rovnobézky lezi mezi primkami
y=1 a y=3,

tedy pro yov¢ souradnice libovolného
(vnitiniho) bodu trojihelnika musi
platit:

A=D1

1<y<3

0 1 2 4

¥

A pokud ptijdeme ve sméru Sipek, tak kazdy bod ve kterém libovolna orientovana rovnobézka
s osou vstoupi DO trojuhelnika oznacime D (a ptiddme poradové ¢islo) a kazdy bod ve kterém
orientovana usecka vystoupi Z trojihelnika oznacime H.

VsSechny takové body D dohromady tvofi dolni hranici (D4, D,, D3 lezi na jedné tsecce) a
vSechny body H dohromady tvori horni hranici (body H;, H,, H; leZi na jedné tsecce).

Aprotoze trojuhelnik  AABC je elementdrni oblasti 2. druhu v roviné (viz strana 8 zmi-
nénych skript), ur¢ime meze pro proménné v tomto trojihelniku:

1<y<3

S s<x<5-y

L Plyne z Véty 1.5. Zdkladni viastnosti dvojného integrdlu - vlastnost (f) na strané 12 ve skriptech
DANECEK, ], DLouHY, O., PRIBYL, O.. MATEMATIKA II - Dvojny a trojny integrdl. Akademické nakladatelstvi
CERM, s.r1. 0. Brno, kvéten 2006, ISBN 80-7204-453-2.
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FAST - Dvojny integrdl 3z0P5
Vypocet dvojného integralu pomoci dvojnasobného int.

Ovéreni podminek

Funkce f(x;y) = xy? je definovdna (jde o mocninnou funkci) pro kazdé realné ¢islo x a
kazdé realné cislo y, coz mlzeme zapsat: D(f) = (—o0;00) X (—00; ) .
Dale o mocninné funkci vime, Ze je spojita na celém svém definicnim oboru, tedy je spojita pro
kazdy bod leZici uvnitf a na stranach zadaného trojihelnika AABC . Navic je na tomto troj-
thelniku jeSté i ohranicena (pro Zadny vnitini bod trojihelniku ,neutikd do nekonecna“). Takze
jsou splnény podminky Véty 1.4. (strana 10 zminénych skript) a nas zadany dvojny integral exis-
tuje, at jiz se na zadany trojuhelnik divame jako na elementarni oblast druhého druhu nebo na
sjednoceni dvou elementarnich oblasti prvniho druhu. Mtizeme tedy vyuzit Fubiniho véty (Véty
1.3. str. 9 a 10 zminénych skript)
A pro zopakovani:

e konstantu mizeme vytknout pred integral;

« integral souctu funkci je roven souctu integrali z jednotlivych funkci;

o do primitivni funkce nejprve dosadime HORNI mez a potom se znaménkem MINUS bude-
me dosazovat dolni mez.

1. varianta prevodu na dvojnasobny int. - rovnobéZzKky s osou y
VNE ddme KONSTANTNI meze.

Ty jsou v tomto pripadé pro proménnou x (uvazované rovnobézky protinaji osu x),
proto vnéjsi diferencidl bude  dx.

DovNITR ddme zZBYLE meze, které v tomto pripadé obsahuji vnéjsi proménnou.
Ty jsou pro proménnou Yy, proto vnitini diferencidl bude dy ;

x bude pro vnitini integral konstanta:

2 (2x-1 4 (5-x

ﬂ xyzdxdy=J fxyzdy dx+j jxyzdy dx =

AABC 1 1 2 1

2 4 5—x 2 2x—1 4 5—x
3 3
_ 2 2 _ y y _
= x yedypdx+ | {x | y“dy;dx= iy dx + ey dx =
1 1 2 1 1 1 2 1
4

2
=%fx-[(Zx—1)3—(1)3]dx+%fx-[(5—x)3—(1)3]dx=
1 2

2 4
1 1
=gj(8x4—12x3+6x2—x—x)dx+§j(125x—75x2+15x3—x4—x)dx=
1 2
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2.varianta prevodu na dvojnasobny int. - rovnobézKky s osou x

VNE ddme KONSTANTNI meze.
Ty jsou v tomto pripadé pro proménnou y (uvaZované rovnobézky protinaji osuy),
proto vnéjsi diferencial bude dy.

DovNITR ddme ZBYLE meze, které v tomto pripadé obsahuji vnéjsi proménnou.
Ty jsou pro proménnou x, proto vnitini diferencial bude dx ;

y  bude pro vnitini integral konstanta:

35~y 3 5-y 3 2
ff xyzdxdyzf fxyzdx dyzf y? f xdx p dy = f [ l
AABC 1 |yt 1 y+1 1 yH
2 2
17 y2+2y+1
—fyz 25-10y+y? ———— | dy =
2 4
1

1
=3 j(lOOy2 —40y3 + 4y* —y* —2y3 —y?)dy =
1

il - i -
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Vysledek

Podle teorie o prevodu dvojného integralu na dvojnasobny nezaleZi na tom, jestli budeme zada-
ny tojuhelnik AABC povaZovat za elementarni oblast 1. nebo 2. druhu, a podle toho urcovat
integracni meze. Tak také v tomto pripadé obé varianty reSeni vedly k jedinému vysledku:

5 102
f xy“dxdy = =
AABC

VZdy musi obé varianty postupu ddvat stejny vysledek, jen se muze liSit obtiZnost vypoctu (v
té které varianté) podle konkrétné zadané funkce f (x; y) a vyjadrenych mezi.
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