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Vypočítejte dvojný integrál

ඵ
△ABC

𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦 kde
A = [1 ;1]
B = [4 ;1]
C = [2 ;3]
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 𝑦ଶ

tedy

Určení integračních mezí

1. způsob – kladně orientované rovnoběžky s osou 𝑦

Ze všech možných rovnoběžek si
vybereme pouze ty, které majı́ se
zadaným trojúhelnı́kem společný
alespoň jeden bod. Všechny takové
rovnoběžky ležı́ mezi přı́mkami
𝑥 = 1 a 𝑥 = 4 ,
tedy pro 𝑥ové souřadnice libovolného
(vnitřnı́ho) bodu trojúhelnı́ka musı́
platit:

1 ≤ 𝑥 ≤ 4

Apokudpůjdemeve směru šipek, tak každý bodvekterém libovolná orientovaná rovnoběžka
s osou vstoupí DO trojúhelnı́ka označı́me D (a přidáme pořadové čı́slo) a každý bod ve kterém
orientovaná úsečka vystoupí Z trojúhelnı́ka označı́me H.

Všechny takové bodyDdohromady tvořı́dolní hranici (Dଵ…Dହ ležı́ na jedné úsečce) a všech-
ny body H dohromady tvořı́ horní hranici (body Hଵ, Hଶ, Hଷ ležı́ na jedné úsečce a body Hଷ, Hସ,
Hହ ležı́ na druhé úsečce). Z toho plyne, že dolnı́ hranici můžeme popsat rovnicı́ přı́mky, která
hranicı́ procházı́: 𝑦 = 1 ,
ale pro hornı́ hranici budeme potřebovat takové rovnice dvě.

Proto △ABC rozdělı́me úsečkou procházejı́cı́ body Dଷ a C= Hଷ na dva trojúhelnı́ky, a to
△AD3C a △D3BC . Tedy platı́: △ABC = △AD3C ∪△D3BC
a v důsledku tohomůžeme dvojný původnı́ dvojný integrál vyjádřit jako součet přı́slušných dvoj-
ných integrálů takto:

ඵ
△AD3C ∪△D3BC

𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦 = ඵ
△AD3C

𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦 + ඵ
△D3BC

𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦
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protože průnik obou uvažovaných trojúhelnı́ků (úsečka D3C) má nulovou plochu. ¹
A protože oba zmı́něné trojúhelnı́ky △AD3C i △D3BC jsou elementárními oblast-

mi 1. druhu v rovině (viz strana 8 zmı́něných skript) určı́me meze pro proměnné v každém z
trojúhelnı́ků:

△AD3C △D3BC
1 ≤ 𝑥 ≤ 2 2 ≤ 𝑥 ≤ 4
1 ≤ 𝑦 ≤ 2𝑥 − 1 1 ≤ 𝑦 ≤ 5 − 𝑥

2. způsob – kladně orientované rovnoběžky s osou 𝑥

Ze všech možných rovnoběžek si
vybereme pouze ty, které majı́ se
zadaným trojúhelnı́kem společný
alespoň jeden bod. Všechny takové
rovnoběžky ležı́ mezi přı́mkami
𝑦 = 1 a 𝑦 = 3 ,
tedy pro 𝑦ové souřadnice libovolného
(vnitřnı́ho) bodu trojúhelnı́ka musı́
platit:

1 ≤ 𝑦 ≤ 3

Apokudpůjdemeve směru šipek, tak každý bodvekterém libovolná orientovaná rovnoběžka
s osou vstoupí DO trojúhelnı́ka označı́me D (a přidáme pořadové čı́slo) a každý bod ve kterém
orientovaná úsečka vystoupí Z trojúhelnı́ka označı́me H.

Všechny takové body D dohromady tvořı́ dolní hranici (Dଵ, Dଶ, Dଷ ležı́ na jedné úsečce) a
všechny body H dohromady tvořı́ horní hranici (body Hଵ, Hଶ, Hଷ ležı́ na jedné úsečce).

A protože trojúhelnı́k △ABC je elementární oblastí 2. druhu v rovině (viz strana 8 zmı́-
něných skript), určı́me meze pro proměnné v tomto trojúhelnı́ku:

1 ≤ 𝑦 ≤ 3
𝑦 + 1
2 ≤ 𝑥 ≤ 5 − 𝑦

¹ Plyne z Věty 1.5. Základní vlastnosti dvojného integrálu – vlastnost (f) na straně 12 ve skriptech
DĆēĊ̌Ĉ̌ĊĐ, J., DđĔĚčĞ́, O., Pė̌ĎćĞđ, O.: MATEMATIKA II – Dvojný a trojný integrál. Akademické nakladatelstvı́
CERM, s. r. o. Brno, květen 2006, ISBN 80–7204–453–2.
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Výpočet dvojného integrálu pomocí dvojnásobného int.

Ověření podmínek
Funkce 𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑥 𝑦ଶ je deϐinována (jde o mocninnou funkci) pro každé reálné čı́slo 𝑥 a
každé reálné čı́slo 𝑦, což můžeme zapsat: 𝐷(𝑓) = (−∞ ;∞) × (−∞ ;∞) .
Dále o mocninné funkci vı́me, že je spojitá na celém svém deϐiničnı́m oboru, tedy je spojitá pro
každý bod ležı́cı́ uvnitř a na stranách zadaného trojúhelnı́ka △ABC . Navı́c je na tomto troj-
úhelnı́ku ještě i ohraničená (pro žádný vnitřnı́ bod trojúhelnı́ku „neutı́ká do nekonečna“). Takže
jsou splněny podmı́nkyVěty1.4. (strana 10 zmı́něných skript) a náš zadaný dvojný integrál exis-
tuje, ať již se na zadaný trojúhelnı́k dıv́áme jako na elementárnı́ oblast druhého druhu nebo na
sjednocenı́ dvou elementárnı́ch oblastı́ prvnı́ho druhu. Můžeme tedy využı́t Fubiniho věty (Věty
1.3. str. 9 a 10 zmı́něných skript)

A pro zopakovánı́:

• konstantu můžeme vytknout před integrál;

• integrál součtu funkcı́ je roven součtu integrálů z jednotlivých funkcı́;

• do primitivnı́ funkce nejprve dosadı́me HORNIƵ mez a potom se znaménkemMIƵNUS bude-
me dosazovat dolnı́ mez.

1. varianta převodu na dvojnásobný int. – rovnoběžky s osou 𝑦
VēĶ dáme ĐĔēĘęĆēęēŃ meze.

Ty jsou v tomto přı́padě pro proměnnou 𝑥 (uvažované rovnoběžky protı́najı́ osu x),
proto vnějšı́ diferenciál bude d𝑥 .

DĔěēĎęţ dáme ğćĞđĴ meze, které v tomto případě obsahují vnější proměnnou.
Ty jsou pro proměnnou 𝑦 , proto vnitřnı́ diferenciál bude d𝑦 ;

𝑥 bude pro vnitřnı́ integrál konstanta:

ඵ
△஺஻஼

𝑥 𝑦ଶ d𝑥 d𝑦 =
ଶ

න
ଵ
ቐ
ଶ௫ିଵ

න
ଵ

𝑥 𝑦ଶ d𝑦ቑ d𝑥 +
ସ

න
ଶ
ቐ
ହି௫

න
ଵ

𝑥 𝑦ଶ d𝑦ቑ d𝑥 =

=
ଶ

න
ଵ
ቐ𝑥

ଶ௫ିଵ

න
ଵ

𝑦ଶ d𝑦ቑ d𝑥 +
ସ

න
ଶ
ቐ𝑥

ହି௫

න
ଵ

𝑦ଶ d𝑦ቑ d𝑥 =
ଶ

න
ଵ
𝑥 ቈ𝑦

ଷ

3 ቉
ଶ௫ିଵ

ଵ
d𝑥 +

ସ

න
ଶ
𝑥 ቈ𝑦

ଷ

3 ቉
ହି௫

ଵ
d𝑥 =

= 1
3

ଶ

න
ଵ
𝑥 ⋅ [(2𝑥 − 1)ଷ − (1)ଷ] d𝑥 + 1

3

ସ

න
ଶ
𝑥 ⋅ [(5 − 𝑥)ଷ − (1)ଷ] d𝑥 =

= 1
3

ଶ

න
ଵ
(8𝑥ସ − 12𝑥ଷ + 6𝑥ଶ − 𝑥 − 𝑥) d𝑥 + 1

3

ସ

න
ଶ
(125𝑥 − 75𝑥ଶ + 15𝑥ଷ − 𝑥ସ − 𝑥) d𝑥 =
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= 1
3 ൝ 8 ⋅ ቈ

𝑥ହ
5 ቉

ଶ

ଵ
− 12 ⋅ ቈ𝑥

ସ

4 ቉
ଶ

ଵ
+ 6 ⋅ ቈ𝑥

ଷ

3 ቉
ଶ

ଵ
− 2 ⋅ ቈ𝑥

ଶ

2 ቉
ଶ

ଵ
ൡ+

+ 1
3 ൝ 124 ⋅ ቈ

𝑥ଶ
2 ቉

ସ

ଶ
− 75 ⋅ ቈ𝑥

ଷ

3 ቉
ସ

ଶ
+ 15 ⋅ ቈ𝑥

ସ

4 ቉
ସ

ଶ
− 1 ⋅ ቈ𝑥

ହ

5 ቉
ସ

ଶ
ൡ =

= 1
3 ቈ

8
5 ⋅ (32 − 1) − 12

4 ⋅ (16 − 1) + 6
3 ⋅ (8 − 1) − 2

2 ⋅ (4 − 1)቉+

+ 1
3 ቈ

124
2 ⋅ (16 − 4) − 75

3 ⋅ (64 − 8) + 15
4 ⋅ (256 − 16) − 1

5 ⋅ (1024 − 32)቉ =

= 1
3 ቆ

248
5 − 45 + 14 − 3 + 744 − 1400 + 900 − 992

5 ቇ = 1
3 ቆ210 −

744
5 ቇ =

= 1050 − 744
3 ⋅ 5 = 306

3 ⋅ 5 = 102
5

2. varianta převodu na dvojnásobný int. – rovnoběžky s osou 𝑥
VēĶ dáme ĐĔēĘęĆēęēŃ meze.

Ty jsou v tomto přı́padě pro proměnnou 𝑦 (uvažované rovnoběžky protı́najı́ osu y),
proto vnějšı́ diferenciál bude d𝑦 .

DĔěēĎęţ dáme ğćĞđĴ meze, které v tomto případě obsahují vnější proměnnou.
Ty jsou pro proměnnou 𝑥 , proto vnitřnı́ diferenciál bude d𝑥 ;

𝑦 bude pro vnitřnı́ integrál konstanta:

ඵ
△஺஻஼

𝑥 𝑦ଶ d𝑥 d𝑦 =
ଷ

න
ଵ

⎧

⎨
⎩

ହି௬

න
೤శభ
మ

𝑥 𝑦ଶ d𝑥
⎫

⎬
⎭

d𝑦 =
ଷ

න
ଵ

⎧

⎨
⎩

𝑦ଶ
ହି௬

න
೤శభ
మ

𝑥 d𝑥
⎫

⎬
⎭

d𝑦 =
ଷ

න
ଵ
ቐ𝑦ଶ ቈ𝑥

ଶ

2 ቉
ହି௬

೤శభ
మ

ቑ d𝑦 =

= 1
2

ଷ

න
ଵ
𝑦ଶ ቆ25 − 10𝑦 + 𝑦ଶ − 𝑦ଶ + 2𝑦 + 1

4 ቇ d𝑦 =

= 1
8

ଷ

න
ଵ
(100𝑦ଶ − 40𝑦ଷ + 4𝑦ସ − 𝑦ସ − 2𝑦ଷ − 𝑦ଶ) d𝑦 =

= 1
8 ൝ 99 ⋅ ቈ

𝑦ଷ
3 ቉

ଷ

ଵ
− 42 ⋅ ቈ𝑦

ସ

4 ቉
ଷ

ଵ
+ 3 ⋅ ቈ𝑦

ହ

5 ቉
ଷ

ଵ
ൡ =
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= 1
8 ቊ33 ⋅ (27 − 1) − 21

2 ⋅ (81 − 1) + 3
5 ⋅ (243 − 1)ቋ = 1

8 ቆ858 − 840 + 3 ⋅ 242
5 ቇ =

= 1
8 ቆ

18 ⋅ 5
5 + 726

5 ቇ = 816
8 ⋅ 5 = 102

5

Výsledek
Podle teorie o převodu dvojného integrálu na dvojnásobný nezáležı́ na tom, jestli budeme zada-
ný tojúhelnı́k △ABC považovat za elementárnı́ oblast 1. nebo 2. druhu, a podle toho určovat
integračnı́ meze. Tak také v tomto přı́padě obě varianty řešenı́ vedly k jedinému výsledku:

ඵ
△ABC

𝑥 𝑦ଶ d𝑥 d𝑦 = 102
5

Vždy musí obě varianty postupu dávat stejný výsledek, jen se může lišit obtı́žnost výpočtu (v
té které variantě) podle konkrétně zadané funkce 𝑓(𝑥; 𝑦) a vyjádřených mezı́.
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