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Jsou‑li splněny podmı́nky Věty 3.2. (tzv. Greenova věta) na str. 17 skript ¹ ,
• křivka 𝛾 je kladně orientovaná jednoduchá uzavřená křivka a je jedinou hranicı́ oblasti Ω
• funkce 𝑓 (𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) je na této oblasti ohraničené křivkou 𝛾 spojitá

• parciálnı́ derivace 𝜕𝑃(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦 , 𝜕𝑄(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥 jsou spojité na oblasti ohraničené křivkou 𝛾

platí

Ω

𝜕𝑄(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥 − 𝜕𝑃(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦 d𝑥 d𝑦 =
𝛾
𝑓 𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) ⋅ d𝑟 =

𝛾
𝑃(𝑥, 𝑦) d𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦) d𝑦

1. Určete cirkulaci:

𝜆
𝑦 𝑖 + (𝑥 − 𝑦)2 𝑗 ⋅ d𝑟 kde záporně orientovaná uzavřená křivka 𝜆 je kružnice

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 1 .
/ 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ /

1. způsob
Napı́šeme parametrické rovnice křivky 𝜆

𝑥 = 1 + cos 𝑡 𝑥′ =− sin 𝑡
𝑦 = 0 + sin 𝑡 𝑦′ = cos 𝑡
𝑡 ∈ ⟨0 ; 2π⟩ ⇒ opačná (kladná) orientace ² ,

𝜆
𝑦 𝑖 + (𝑥 − 𝑦)2 𝑗 ⋅ d𝑟 =

𝜆
𝑦 𝑖 + (𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2) 𝑗 ⋅ d𝑟 =

=
0

2π
sin 𝑡 𝑖 + (1 + cos 𝑡)2 − 2(1 + cos 𝑡) sin 𝑡 + sin2 𝑡 𝑗 ⋅ − sin 𝑡 𝑖 + cos 𝑡 𝑗 d𝑡 =

=
0

2π
sin 𝑡 𝑖 + 1 + 2 cos 𝑡 + cos2 𝑡 − 2 sin 𝑡 − 2 sin 𝑡 cos 𝑡 + sin2 𝑡 𝑗 ⋅ − sin 𝑡 𝑖 + cos 𝑡 𝑗 d𝑡 =

= −
2π

0
− sin2 𝑡

1
+ cos 𝑡 + 2 cos2 𝑡

1
+ cos3 𝑡 − 2 sin 𝑡 cos 𝑡 − 2 sin 𝑡 cos2 𝑡 + sin2 𝑡 cos 𝑡

3
d𝑡 =

=
2π

0
sin2 𝑡 − 2 cos2 𝑡 d𝑡+

2π

0
2 sin 𝑡 cos 𝑡 − cos 𝑡 − cos3 𝑡 − sin2 𝑡 cos 𝑡 d𝑡−

2π

0
2 sin 𝑡 cos2 𝑡 d𝑡 =

=
2π

0
sin2 𝑡 − 2 cos2 𝑡 d𝑡+

2π

0
2 sin 𝑡 − 1 − (1 − sin2 𝑡)

cos2 𝑡
− sin2 𝑡 cos 𝑡 d𝑡−

2π

0
2 cos2 𝑡 sin 𝑡 d𝑡 =

=
2π

0
sin2 𝑡 − 2 cos2 𝑡 d𝑡 +

2π

0
(2 sin 𝑡 − 2) cos 𝑡 d𝑡 + 2

2π

0
cos2 𝑡 (− sin 𝑡) d𝑡 =

¹ DANĚČEK, J., DLOUHÝ, O., PŘIBYL, O.:MATEMATIKA II – Křivkové integrály. Akademické nakladatelstvı́
CERM, s. r. o. Brno, květen 2006, ISBN 80–7204–452–4.

² Volba 𝑥 = 1 + sin 𝑡 ; 𝑦 = 0 + cos 𝑡 ; 𝑡 ∈ ⟨0 ; 2π⟩ již dává správnou (zápornou) orientaci.
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cos2 𝑡 − sin2 𝑡 = cos2𝑡
(1−sin2 𝑡)−sin2 𝑡 = cos2𝑡
1 − 2 sin2 𝑡 = cos2𝑡

1−cos2𝑡
2 = sin2 𝑡

cos2 𝑡 − sin2 𝑡 = cos2𝑡
cos2 𝑡−(1−cos2 𝑡)= cos2𝑡
2 cos2 𝑡 − 1 = cos2𝑡

cos2 𝑡 = 1+cos2𝑡
2

sin 𝑡 = 𝑢
cos 𝑡 d𝑡 = d𝑢

cos 𝑡 = 𝑣
− sin 𝑡 d𝑡 = d𝑣

=
2π

0

1 − cos2𝑡
2 − 2 1 + cos2𝑡

2 d𝑡 +
𝑡=2π

𝑡=0
(2𝑢 − 2) d𝑢 + 2

𝑡=2π

𝑡=0
𝑣2 d𝑣 =

=
2π

0
−12 − 3

2 cos2𝑡⏟
𝑤

d𝑡 + 2𝑢
2

2 − 2𝑢
𝑡=2π

𝑡=0
+ 2

3𝑣
3

𝑡=2π

𝑡=0
=

= −𝑡
2 − 3

4 sin 2𝑡
2π

0
+ sin2 𝑡 − 2 sin 𝑡

2π

0
+ 2

3 cos3 𝑡
2π

0
=

primitivnı́ funkce jsou spojité pro 𝑡 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑡 ∈ ⟨ 0 ; 2π⟩ , proto

= −2π2 − 3
4 sin 4π

0
− −02 − 3

4 sin 0
0

+ sin2 2π
0

−2 sin 2π
0

− sin2 0
0

−2 sin 0
0

+

+ 2
3 cos3 2π

1
−23 cos3 0

1
= −π

2. způsob
Ověřı́me splněnı́ podmı́nek Greenovy věty

• křivka 𝜆 je kladně orientovaná (NENÍ – před
dvojným integrálem bude znaménkoMÍNUS)
jednoduchá (sama sebe neprotíná)
uzavřená (JE) křivka a JE jedinou hranicı́ SEDE oblasti Ω

• funkce 𝑓 (𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) MÁ na této oblasti ohraničené křivkou 𝜆 spojité obě složky

• parciálnı́ derivace 𝜕𝑃(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦 , 𝜕𝑄(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥 jsou spojité na oblasti ohraničené křivkou 𝜆

Podmı́nky pro použitı́ Greenovy věty jsou splněny, proto ji můžeme použı́t:

𝜆
𝑦 𝑖 + (𝑥 − 𝑦)2 𝑗 ⋅ d𝑟 = −

Ω

𝜕(𝑥 − 𝑦)2
𝜕𝑥 − 𝜕 (𝑦)

𝜕𝑦 d𝑥 d𝑦 = −
Ω
[2(𝑥 − 𝑦).1 − 1]d𝑥 d𝑦

Budeme tedy počı́tat dvojný integrál

ℐ = −
Ω
(2𝑥 − 2𝑦 − 1)d𝑥 d𝑦 =

Ω
(1 − 2𝑥 + 2𝑦)d𝑥 d𝑦

Proto pomocı́ rovnoběžek s některou osou stanovı́me meze pro jednotlivé proměnné:
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Buď s y ↑
0 ≤ 𝑥 ≤ 2

− 1 − (𝑥 − 1)2 ≤ 𝑦 ≤ 1 − (𝑥 − 1)2

−√2𝑥 − 𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ √2𝑥 − 𝑥2
; s x→ 1 − 1 − 𝑦2 ≤ 𝑥 ≤ 1 + 1 − 𝑦2

−1 ≤ 𝑦 ≤ 1

nebo transformujeme do polárnı́ch souřadnic:
𝑟2 cos2 𝑡 − 2𝑟 cos 𝑡 + 1 + 𝑟2 sin2 𝑡 = 1

𝑟 ⋅ (𝑟 − 2 cos 𝑡) = 0

𝑥 = 𝑟 cos 𝑡
𝑦 = 𝑟 sin 𝑡

| 𝐽 | = 𝑟

𝑟 ∈ ⟨0 ; 2 cos 𝑡⟩

𝑡 ∈ −π
2 ;

π
2

nebo raději transformujeme do posunutých polárnı́ch souřadnic:
𝑥 = 1 + 𝑟 cos 𝑡
𝑦 = 0 + 𝑟 sin 𝑡

| 𝐽 | = 𝑟

𝑟 ∈ ⟨0 ; 1⟩
𝑡 ∈ ⟨0 ; 2π⟩

Buď

𝜆
𝑦 𝑖 + (𝑥 − 𝑦)2 𝑗 ⋅ d𝑟 =

Ω
(1 − 2𝑥 + 2𝑦)d𝑥 d𝑦 𝑦↑=

2

0

√2𝑥−𝑥2

−√2𝑥−𝑥2
(1 − 2𝑥 + 2𝑦)d𝑦 d𝑥 =

=
2

0
𝑦 − 2𝑥𝑦 + 2 𝑦2

2

√2𝑥−𝑥2

−√2𝑥−𝑥2
d𝑥 =

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑦 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑦 ∈ −√2𝑥 − 𝑥2 ; √2𝑥 − 𝑥2 , proto

=
2

0
2𝑥 − 𝑥2 − 2𝑥 2𝑥 − 𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥2 − − 2𝑥 − 𝑥2 + 2𝑥 2𝑥 − 𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥2 d𝑥 =

=
2

0
2 1 − 1 + 2𝑥 − 𝑥2 − 4𝑥 1 − (1 − 𝑥)2 d𝑥 =

2

0
1 − (1 − 𝑥)2 (2 − 4𝑥) d𝑥 =

(1 − 𝑥) = sin 𝑧
1 − sin 𝑧 = 𝑥
− cos 𝑧 d𝑧 = d𝑥

𝑥 𝑧
2 −π

2
0 π

2

nebo subst. 2 − 𝑥
𝑥 = 𝑧 ; pro 𝑥 > 0

= −
−π
2

π
2

1 − sin2 𝑧
√cos2 𝑧

2 − 4(1 − sin 𝑧) cos 𝑧 d𝑧 =

π
2

−π
2

| cos 𝑧
>0

| (4 sin 𝑧 − 2) cos 𝑧 d𝑧 =

= 4

π
2

−π
2

cos2 𝑧 sin 𝑧 d𝑧 − 2

π
2

−π
2

cos2 𝑧 d𝑧 𝑣𝑖𝑧= −4
𝑧=π

2

𝑧=−π
2

𝑣2 d𝑣 − 2

π
2

−π
2

1 + cos2𝑧
2 d𝑧 =

= −4 cos3 𝑧
3

π
2

−π
2

− 𝑧 + 1
2 sin 2𝑧

π
2

−π
2

=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑧 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑧 ∈ −π
2 ;

π
2 , proto
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= −43 cos3 π2
0

− cos3 −π2
0

− π
2 + 1

2 sinπ
0

− −π2 + 1
2 sin(−π)

0
= −π

nebo

𝜆
𝑦 𝑖 + (𝑥 − 𝑦)2 𝑗 ⋅ d𝑟 =

Ω
(1 − 2𝑥 + 2𝑦)d𝑥 d𝑦 =

π
2

−π
2

2 cos 𝑡

0

(1 − 2𝑟 cos 𝑡 + 2𝑟 sin 𝑡) 𝑟⏟
|𝐽|

d𝑟 d𝑡 =

=

π
2

−π
2

𝑟2
2 − 2𝑟

3

3 cos 𝑡 + 2𝑟
3

3 sin 𝑡
2 cos 𝑡

0
d𝑡 =

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑟 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑟 ∈ ⟨ 0 ; 2 cos 𝑡⟩ , proto

=

π
2

−π
2

1
2(2 cos 𝑡)

2 − 2
3(2 cos 𝑡)

3 cos 𝑡 + 2
3(2 cos 𝑡)

3 sin 𝑡+ − [0] d𝑡 =

=

π
2

−π
2

2 cos2 𝑡 − 16
3 cos4 𝑡

(cos2 𝑡)2
d𝑡 −

π
2

−π
2

16
3 cos3 𝑡 (− sin 𝑡) d𝑡 𝑣𝑖𝑧=

=

π
2

−π
2

(1 + cos2𝑡) − 4
3(1 + cos2𝑡)2 d𝑡 − 16

3

𝑡=π
2

𝑡=−π
2

𝑣2 d𝑣 =

=

π
2

−π
2

1 + cos2𝑡 − 4
3 − 8

3 cos2𝑡 − 4
3 cos2 2𝑡 d𝑡 − 16

3
𝑣3
3

𝑡=π
2

𝑡=−π
2

=

= 𝑡 + 1
2 sin 2𝑡 − 4

3𝑡 −
4
3 sin 2𝑡

π
2

−π
2

−

π
2

−π
2

2
3 (1 + cos4𝑡) d𝑡 − 16

9 cos3 𝑡
π
2

−π
2

=

= 𝑡 + 1
2 sin 2𝑡 − 4

3𝑡 −
4
3 sin 2𝑡

π
2

−π
2

− 2
3𝑡 +

1
3 sin 4𝑡

π
2

−π
2

− 16
9 cos3 𝑡

π
2

−π
2

=

= − 𝑡 + 5
6 sin 2𝑡 + 1

3 sin 4𝑡 + 16
9 cos3 𝑡

π
2

−π
2

=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑡 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑡 ∈ −π
2 ;

π
2 , proto

= − π
2 + 5

6 sinπ
0

+13 sin 2π
0

+169 cos3 π2
0

+ −π2 + 5
6 sin−π

0
+13 sin−2π

0
+169 cos3 −π2

0

=

= −π
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raději

𝜆
𝑦 𝑖 + (𝑥 − 𝑦)2 𝑗 ⋅ d𝑟 =

Ω
(1 − 2𝑥 + 2𝑦)d𝑥 d𝑦 =

=
2π

0

1

0
1 − 2(1 + 𝑟 cos 𝑡) + 2𝑟 sin 𝑡 𝑟⏟

|𝐽|
d𝑟 d𝑡 =

2π

0

1

0
2𝑟2 sin 𝑡 − 𝑟 − 2𝑟2 cos 𝑡 d𝑟 d𝑡 =

=
2π

0
2𝑟

3

3 sin 𝑡 − 𝑟2
2 − 2𝑟

3

3 cos 𝑡
1

0
d𝑡 =

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑟 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑟 ∈ ⟨ 0 ; 1⟩ , proto

=
2π

0

2
3 sin 𝑡 − 1

2 − 2
3 cos 𝑡 − (0) d𝑡 = −23 cos 𝑡 − 1

2𝑡 −
2
3 sin 𝑡

2π

0
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑡 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑡 ∈ ⟨ 0 ; 2π⟩ , proto

= −23 cos2π
1

−2π2 − 2
3 sin 2π

0
− −23 cos2π

1
−02 − 2

3 sin 0
0

= −π
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2. Greenovou větou (pokud to lze) určete cirkulaci:

𝛼
𝑥𝑦 𝑖 + (𝑥2 + 2𝑥) 𝑗 ⋅ d𝑟 kde kladně orientovaná uzavřená křivka 𝛼 je složena

ze třı́ částı́, pro které platı́: 𝑥 ≥ 0 , 𝑦 ≥ 0
𝛼1 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 = 4
𝛼2 ∶ 𝑥 = 0
𝛼3 ∶ 𝑦 = 0

/ 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ /

Ověříme splnění podmínek
• křivka 𝛼 je kladně orientovaná (JE) jednoduchá (sama sebe neprotíná)
uzavřená (JE) křivka a JE jedinou hranicı́ VYSRAFOVANE oblasti Ω

• funkce 𝑓 (𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) MÁ na této oblasti ohraničené křivkou 𝛼 spojité obě složky

• parciálnı́ derivace 𝜕𝑃(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦 , 𝜕𝑄(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥 jsou spojité na oblasti ohraničené křivkou 𝛼

Podmı́nky pro použitı́ Greenovy věty jsou splněny, proto ji můžeme použı́t:

𝛼
𝑥𝑦 𝑖 + (𝑥2 + 2𝑥) 𝑗 ⋅ d𝑟 =

Ω

𝜕(𝑥2 + 2𝑥)
𝜕𝑥 − 𝜕(𝑥𝑦)

𝜕𝑦 d𝑥 d𝑦 =
Ω

[(2𝑥 + 2) − (𝑥)] d𝑥 d𝑦

Budeme tedy počı́tat dvojný integrál

𝒜 =
Ω
(𝑥 + 2) d𝑥 d𝑦

Proto pomocı́ rovnoběžek s některou osou stanovı́me meze pro jednotlivé proměnné:

Buď s osou y ↑
0 ≤ 𝑥 ≤ 2
0 ≤ 𝑦 ≤ √4 − 𝑥2

s osou x→ 0 ≤ 𝑥 ≤ 4 − 𝑦2
0 ≤ 𝑦 ≤ 2

nebo transformujeme do polárnı́ch souřadnic: 𝑥 = 𝑟 cos 𝑡
𝑦 = 𝑟 sin 𝑡

| 𝐽 | = 𝑟

𝑟 ∈ ⟨0 ; 2⟩

𝑡 ∈ 0 ; π2

BUĎ s osou y ↑ 𝒜 =
Ω
(𝑥 + 2) d𝑥 d𝑦 =

2

0

√4−𝑥2

0
(𝑥 + 2) d𝑦 d𝑥 =

=
2

0
(𝑥 + 2)

√4−𝑥2

0
d𝑦 d𝑥 =

2

0
(𝑥 + 2) 𝑦

√4−𝑥2

0
d𝑥 =

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑦 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑦 ∈ ⟨ 0 ; √4 − 𝑥2 ⟩ , proto
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=
2

0
(𝑥 + 2) 4 − 𝑥2 − 0 d𝑥 =

2

0
𝑥 ⋅ 4 − 𝑥2 d𝑥 +

2

0
2 ⋅ 4 − 𝑥2 d𝑥 =

4 − 𝑥2 = 𝑢 𝑥 = 2 sin 𝑣
−2𝑥 d𝑥 = d𝑢 d𝑥 = 2 cos 𝑣 d𝑣

d𝑥 = −d𝑢
2𝑥 arcsin 𝑥

2 = 𝑣

=
𝑥=2

𝑥=0
𝑥 ⋅ √𝑢 ⋅

− d𝑢
2𝑥 + 2

𝑥=2

𝑥=0
4 − (2 sin 𝑣)2

4 cos2 𝑣 ; Ω∶cos𝑣>0
⋅ 2 cos 𝑣 d𝑣 =

= −12

𝑥=2

𝑥=0
𝑢

1
2 d𝑢 + 2

𝑥=2

𝑥=0
2 cos 𝑣 ⋅ 2 cos 𝑣 d𝑣 = −12

𝑢
3
2

3
2

𝑥=2

𝑥=0

+ 8
𝑥=2

𝑥=0
cos2 𝑣 d𝑣 𝑣𝑖𝑧=

−13 𝑢
3
2

𝑥=2

𝑥=0
+ 4

𝑥=2

𝑥=0
d𝑣 + 4

𝑥=2

𝑥=0
cos2𝑣

𝑤
d𝑣 = −13 4 − 𝑥2

3 2

0
+ 4 𝑣

𝑥=2

𝑥=0
+ 2 sin 2𝑣

𝑥=2

𝑥=0
=

= −13 4 − 𝑥2
3 2

0
+ 4 arcsin 𝑥2

2

0
+ 2 sin 2 arcsin 𝑥2

2

0
=

primitivnı́ funkce jsou spojité pro 𝑥 ∈ ⟨−2 ; 2 ⟩ , tedy i pro 𝑥 ∈ ⟨ 0 ; 2 ⟩ , proto

= −13 (0 − 8) + 4⎛⎜

⎝

arcsin 22
π
2

− arcsin 02
0

⎞
⎟

⎠

+ 2
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

sin 2 arcsin 22
0

− sin 2 arcsin 02
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

= 8
3 + 2π

NEBO 𝒜 =
Ω
(𝑥 + 2) d𝑥 d𝑦 =

2

0

⎡
⎢
⎢
⎣

π
2

0
(𝑟 cos 𝑡 + 2) 𝑟⏟

|𝐽|
d𝑡
⎤
⎥
⎥
⎦
d𝑟 =

=
2

0

⎡
⎢
⎢
⎣
𝑟2

π
2

0
cos 𝑡 d𝑡

⎤
⎥
⎥
⎦
d𝑟 +

2

0

⎡
⎢
⎢
⎣
2𝑟

π
2

0
d𝑡
⎤
⎥
⎥
⎦
d𝑟 =

2

0
𝑟2 sin 𝑡

π
2

0
d𝑟 +

2

0
2𝑟 𝑡

π
2

0
d𝑟 =

primitivnı́ funkce jsou spojité pro 𝑡 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑡 ∈ ⟨ 0 ; π
2 ⟩ , proto

=
2

0
𝑟2 sin π2

1

− sin 0
0

d𝑟 +
2

0
2𝑟 π

2 − 0 d𝑟 =
2

0
𝑟2 d𝑟 − π

2

0
𝑟 d𝑟 = 𝑟3

3

2

0
+ π 𝑟2

2

2

0
=

primitivnı́ funkce jsou spojité pro 𝑟 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑟 ∈ ⟨ 0 ; 2 ⟩ , proto

= 23
3 − 0 + π 22

2 − 0 = 8
3 + 2π
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3. Greenovou větou (pokud to lze) určete cirkulaci:

𝛽
(𝑥2 + 𝑦2) 𝑖 + (𝑥2 − 𝑦2) 𝑗 ⋅ d𝑟 , kde křivka 𝛽 je kladně orientovaný obvod Δ𝐴𝐵𝐶

o vrcholech 𝐴 = [0 ; 0] , 𝐵 = [1 ; 0] , 𝐶 = [0 ; 1] .
/ 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ /

Ověříme splnění podmínek

• křivka 𝛽 je kladně orientovaná (JE) jednoduchá (sama sebe
neprotíná) uzavřená (JE) křivka a JE jedinou hranicı́ oblasti Ω

• funkce 𝑓 (𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) MÁ na této oblasti ohraničené
křivkou 𝛽 spojité obě složky

• parciálnı́ derivace 𝜕𝑃(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦 , 𝜕𝑄(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥 jsou spojité na oblasti ohraničené křivkou 𝛽

Podmı́nky pro použitı́ Greenovy věty jsou splněny, proto ji můžeme použı́t: ³

𝛽
(𝑥2 + 𝑦2) 𝑖 + (𝑥2 − 𝑦2) 𝑗 ⋅ d𝑟 =

Ω

𝜕(𝑥2 − 𝑦2)
𝜕𝑥 − 𝜕(𝑥2 + 𝑦2)

𝜕𝑦 d𝑥 d𝑦 =
Ω

[(2𝑥 − 2𝑦)] d𝑥 d𝑦

Budeme tedy počı́tat dvojný integrál

ℬ =
Ω
(2𝑥 − 2𝑦) d𝑥 d𝑦

Proto pomocı́ rovnoběžek napřı́klad s osou 𝑦 stanovı́me meze pro jednotlivé proměnné:

↑
0 ≤ 𝑥 ≤ 1
0 ≤ 𝑦 ≤ 1 − 𝑥 ℬ =

Ω
(2𝑥 − 2𝑦) d𝑥 d𝑦 =

1

0

1−𝑥

0
(2𝑥 − 2𝑦) d𝑦 d𝑥 =

=
1

0
2𝑥𝑦 − 2 ⋅ 𝑦

2

2

1−𝑥

0
d𝑥 =

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑦 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑦 ∈ ⟨ 0 ; 1 − 𝑥 ⟩ , proto

=
1

0
2𝑥(1 − 𝑥) − 2 ⋅ (1 − 𝑥)2

2 − 0 d𝑥 =
1

0
2𝑥 − 2𝑥2 − 1 + 2𝑥 − 𝑥2 d𝑥 =

=
1

0
4𝑥 − 3𝑥2 − 1 d𝑥 = 4𝑥

2

2 − 3𝑥
3

3 − 𝑥
1

0
=

primitivnı́ funkce jsou spojité pro 𝑥 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑥 ∈ ⟨ 0 ; 1 ⟩ , proto
= (2 − 1 − 1) − (0) = 0

³ Stejný přı́klad řešený klasicky pomocı́ třı́ křivkových integrálů ( 𝛽 je po částech hladká křivka) je na straně 7
dokumentu KrivkIntV.pdf
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4. Greenovou větou (pokud to lze) určete cirkulaci:

𝜑

−1
𝑥2 𝑖 + 2𝑥 𝑗 ⋅ d𝑟 kde záporně orientovaná uzavřená křivka 𝜑 je kružnice

(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 = 1 .
/ 𝑥 ≠ 0 ; 𝑦 ∈ ℝ /

Ověříme splnění podmínek
• křivka 𝜑 je kladně orientovaná (NENÍ – před
dvojným integrálem bude znaménkoMÍNUS)
jednoduchá (sama sebe neprotíná)
uzavřená (JE) křivka a JE jedinou hranicı́ SEDE oblasti Ω

• funkce 𝑓 (𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) MÁ na této oblasti ohraničené křivkou 𝜑 spojité obě složky

• parciálnı́ derivace 𝜕𝑃(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦 , 𝜕𝑄(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥 jsou spojité na oblasti ohraničené křivkou 𝜑

Podmı́nky pro použitı́ Greenovy věty jsou splněny, proto ji můžeme použı́t:

𝜑

−1
𝑥2 𝑖 + 2𝑥 𝑗 ⋅ d𝑟 = −

Ω

𝜕(2𝑥)
𝜕𝑥 −

𝜕 −1
𝑥2
𝜕𝑦 d𝑥 d𝑦 = −

Ω
2d𝑥 d𝑦

Budeme tedy počı́tat dvojný integrál

ℱ = −2
Ω

d𝑥 d𝑦

plošný obsah oblastiΩ

= −2 π𝑟2 = −2π
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5. Greenovou větou (pokud to lze) určete cirkulaci:

𝛾
(𝑦2 − 3𝑦) 𝑖 + 𝑥𝑦 𝑗 ⋅ d𝑟 kde kladně orientovaná uzavřená křivka 𝛾 je na obrázku:

/ 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ /

Ověříme splnění podmínek
• křivka 𝛾 je kladně orientovaná (JE) jednoduchá (sama sebe
neprotíná) uzavřená (JE) křivka a JE jedinou hranicı́ VYSRAFOVANE
oblasti Ω

• funkce 𝑓 (𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) MÁ na této oblasti ohraničené křivkou 𝛾
spojité obě složky

• parciálnı́ derivace 𝜕𝑃(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦 , 𝜕𝑄(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥 jsou spojité na oblasti ohraničené křivkou 𝛾

Podmı́nky pro použitı́ Greenovy věty jsou splněny, proto ji můžeme použı́t:

𝛾
(𝑦2 − 3𝑦) 𝑖 + 𝑥𝑦 𝑗 ⋅ d𝑟 =

Ω

𝜕(𝑥𝑦)
𝜕𝑥 − 𝜕(𝑦2 − 3𝑦)

𝜕𝑦 d𝑥 d𝑦 =
Ω

[(𝑦) − (2𝑦 − 3)] d𝑥 d𝑦

Budeme tedy počı́tat dvojný integrál

𝒞 =
Ω
(3 − 𝑦) d𝑥 d𝑦

Proto pomocı́ rovnoběžek s některou osou stanovı́me meze pro jednotlivé proměnné:

Buď s osou y ↑
0 ≤ 𝑥 ≤ 2
0 ≤ 𝑦 ≤ 2𝑥 nebo s osou x→

𝑦
2 ≤ 𝑥 ≤ 2
0 ≤ 𝑦 ≤ 4

BUĎ 𝒞 =
Ω
(3 − 𝑦) d𝑥 d𝑦 =

2

0

2𝑥

0
(3 − 𝑦) d𝑦 d𝑥 =

2

0
3𝑦 − 𝑦2

2

2𝑥

0
d𝑥 =

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑦 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑦 ∈ ⟨ 0 ; 2𝑥 ⟩ , proto

=
2

0
3(2𝑥) − (2𝑥)2

2 − (0 − 0) d𝑥 =
2

0
(6𝑥 − 2𝑥2) d𝑥 = 6 ⋅ 𝑥

2

2 − 2 ⋅ 𝑥
3

3

2

0
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑥 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑥 ∈ ⟨ 0 ; 2 ⟩ , proto

= 6 ⋅ 2
2

2 − 2 ⋅ 2
3

3 − (0 − 0) = 20
3
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6. Greenovou větou (pokud to lze) určete cirkulaci:

𝜂
(1 − 𝑥2) 𝑖 + 𝑥(1 + 𝑦2) 𝑗 ⋅ d𝑟 kde záporně orientovanáuzavřená křivka 𝜂 je na obrázku:

/ 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ /

Ověříme splnění podmínek
• křivka 𝜂 je kladně orientovaná (NENÍ – před
dvojným integrálem bude znaménkoMÍNUS)
jednoduchá (sama sebe neprotíná)
uzavřená (JE) křivka a JE jedinou hranicı́ SEDE oblasti Ω

• funkce 𝑓 (𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) MÁ na této oblasti ohraničené křivkou 𝜂 spojité obě složky

• parciálnı́ derivace 𝜕𝑃(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦 , 𝜕𝑄(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥 jsou spojité na oblasti ohraničené křivkou 𝜂

Podmı́nky pro použitı́ Greenovy věty jsou splněny, proto ji můžeme použı́t:

𝜂
(1 − 𝑥2) 𝑖 + 𝑥(1 + 𝑦2) 𝑗 ⋅ d𝑟 = −

Ω

𝜕(𝑥 + 𝑥𝑦2)
𝜕𝑥 − 𝜕(1 − 𝑥2)

𝜕𝑦 d𝑥 d𝑦 = −
Ω

(1 + 𝑦2) − (0) d𝑥 d𝑦

Budeme tedy počı́tat dvojný integrál

ℋ = −
Ω

1 + 𝑦2 d𝑥 d𝑦

Stanovı́me meze pro jednotlivé proměnné:
0 ≤ 𝑥 ≤ 2
0 ≤ 𝑦 ≤ 2

ℋ = −
Ω

1 + 𝑦2 d𝑥 d𝑦 = −
2

0

2

0
1 + 𝑦2 d𝑦 d𝑥 = −

2

0
𝑦 + 𝑦3

3

2

0
d𝑥 =

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑦 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑦 ∈ ⟨ 0 ; 2 ⟩ , proto

= −
2

0
2 + 23

3 − (0 + 0) d𝑥 = −6 + 8
3

2

0
d𝑥 = −143 𝑥

2

0
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑥 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑥 ∈ ⟨ 0 ; 2 ⟩ , proto

= −143 (2 − 0) = −283
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7. Greenovou větou (pokud to lze) určete cirkulaci:

𝛿

𝑦3
3 𝑖 + (𝑥2 + 𝑦2) 𝑗 ⋅ d𝑟 kde kladně orientovaná uzavřená křivka 𝛿 je na obrázku:

/ 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ /

Ověříme splnění podmínek
• křivka 𝛿 je kladně orientovaná (JE) jednoduchá (sama sebe neprotíná)
uzavřená (JE) křivka a JE jedinou hranicı́ VYSRAFOVANE oblasti Ω

• funkce 𝑓 (𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) MÁ na této oblasti ohraničené křivkou 𝛿 spojité obě složky

• parciálnı́ derivace 𝜕𝑃(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦 , 𝜕𝑄(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥 jsou spojité na oblasti ohraničené křivkou 𝛿

Podmı́nky pro použitı́ Greenovy věty jsou splněny, proto ji můžeme použı́t:

𝛿

𝑦3
3 𝑖 + (𝑥2 + 𝑦2) 𝑗 ⋅ d𝑟 =

Ω

𝜕(𝑥2 + 𝑦2)
𝜕𝑥 −

𝜕(𝑦
3

3 )
𝜕𝑦 d𝑥 d𝑦 =

Ω
(2𝑥) − (𝑦2) d𝑥 d𝑦

Budeme tedy počı́tat dvojný integrál

𝒟 =
Ω

2𝑥 − 𝑦2 d𝑥 d𝑦

Stanovı́me meze pro jednotlivé proměnné:
0 ≤ 𝑥 ≤ 3
0 ≤ 𝑦 ≤ 1

𝒟 =
Ω

2𝑥 − 𝑦2 d𝑥 d𝑦 =
3

0

1

0
2𝑥 − 𝑦2 d𝑦 d𝑥 =

3

0
2𝑥𝑦 − 𝑦3

3

1

0
d𝑥 =

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑦 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑦 ∈ ⟨ 0 ; 1 ⟩ , proto

=
3

0
2𝑥 − 1

3 − (0 − 0) d𝑥 =
3

0
2𝑥 − 1

3 d𝑥 = 2 ⋅ 𝑥
2

2 − 1
3 ⋅ 𝑥

3

0
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑥 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑥 ∈ ⟨ 0 ; 3 ⟩ , proto
= (9 − 1) − (0 − 0) = 8
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8. Greenovou větou (pokud to lze) určete cirkulaci:

𝜀
𝑦2 𝑖 + (𝑥 + 𝑦)2 𝑗 ⋅ d𝑟 kde kladně orientovaná uzavřená křivka 𝜀 je na obrázku:

/ 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ /
Ověříme splnění podmínek

• křivka 𝜀 je kladně orientovaná (JE)
jednoduchá (sama sebe neprotíná) uzavřená (JE) křivka
a JE jedinou hranicı́ VYSRAFOVANE oblasti Ω

• funkce 𝑓 (𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) MÁ na této oblasti ohraničené křivkou 𝜀 spojité obě složky

• parciálnı́ derivace 𝜕𝑃(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦 , 𝜕𝑄(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥 jsou spojité na oblasti ohraničené křivkou 𝜀

Podmı́nky pro použitı́ Greenovy věty jsou splněny, proto ji můžeme použı́t:

𝜀
𝑦2 𝑖 + (𝑥 + 𝑦)2 𝑗 ⋅ d𝑟 =

Ω

𝜕 (𝑥 + 𝑦)2
𝜕𝑥 − 𝜕(𝑦2)

𝜕𝑦 d𝑥 d𝑦 =
Ω

2(𝑥 + 𝑦)1 ⋅ 1 − (2𝑦) d𝑥 d𝑦

Budeme tedy počı́tat dvojný integrál

𝐸 =
Ω
(2𝑥) d𝑥 d𝑦

Proto pomocı́ rovnoběžek s některou osou stanovı́me meze pro jednotlivé proměnné:

buď s osou y ↑
0 ≤ 𝑥 ≤ 4

4 − 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 4 nebo s osou x→
4 − 𝑦 ≤ 𝑥 ≤ 4

0 ≤ 𝑦 ≤ 4

BUĎ ↑ 𝐸 =
Ω
(2𝑥) d𝑥 d𝑦 =

4

0

4

4−𝑥
(2𝑥) d𝑦 d𝑥 =

4

0
(2𝑥)𝑦

4

4−𝑥
d𝑥 =

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑦 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑦 ∈ ⟨ 4 − 𝑥 ; 4 ⟩ , proto

=
4

0

[(2𝑥) ⋅ 4 − (2𝑥) ⋅ (4 − 𝑥)] d𝑥 =
4

0
2𝑥2 d𝑥 = 2 ⋅ 𝑥

3

3

4

0
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑥 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑥 ∈ ⟨ 0 ; 4 ⟩ , proto

= 2 ⋅ 4
3

3 − 0 = 128
3
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9. Greenovou větou (pokud to lze) určete cirkulaci:

𝜒
−𝑦 𝑖 + 𝑥 𝑗 ⋅ d𝑟 kde záporně orientovaná uzavřená křivka 𝜒 je kružnice

𝑥2 + 𝑦2 = 16 .
/ 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ /

Ověříme splnění podmínek
• křivka 𝜒 je kladně orientovaná (NENÍ – před
dvojným integrálem bude znaménkoMÍNUS)
jednoduchá (sama sebe neprotíná)
uzavřená (JE) křivka a JE jedinou hranicı́ SEDE oblasti Ω

• funkce 𝑓 (𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) MÁ na této oblasti ohraničené křivkou 𝜒 spojité obě složky

• parciálnı́ derivace 𝜕𝑃(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦 , 𝜕𝑄(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥 jsou spojité na oblasti ohraničené křivkou 𝜒

Podmı́nky pro použitı́ Greenovy věty jsou splněny, proto ji můžeme použı́t:

𝜒
−𝑦 𝑖 + 𝑥 𝑗 ⋅ d𝑟 = −

Ω

𝜕(𝑥)
𝜕𝑥 − 𝜕 (−𝑦)

𝜕𝑦 d𝑥 d𝑦 = −
Ω

2d𝑥 d𝑦

Budeme tedy počı́tat dvojný integrál

𝒢 = −2
Ω

d𝑥 d𝑦

plošný obsah oblastiΩ

= −2 π𝑟2 = −32π
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