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1.Vypočítejte cirkulaci (křivkový integrál druhéhodruhupřes uzavřenoukřivku):

ර
𝛾
ቀ−𝑥2𝑦 𝑖 + 𝑥𝑦2 𝑗ቁ ⋅ d𝑟 kde uzavřená křivka 𝛾 je kladně orientovaná kružnice,

se středem S=[0;0] a poloměrem 𝑟 = 2 .
/𝑥 ∈ ℝ; 𝑦 ∈ ℝ/

Varianta – křivkový integrál
Napíšeme parametrické rovnice křivky 𝛾, včetně prvnı́ch derivacı́:

𝑥 = 2 cos 𝑡 𝑥′ =−2 sin 𝑡
𝑦 = 2 sin 𝑡 𝑦′ = 2 cos 𝑡

𝑡 ∈ ⟨0 ; 2π⟩
ර
𝛾
ቀ−𝑥2𝑦 𝑖 + 𝑥𝑦2 𝑗ቁ ⋅ d𝑟 =

=
2π

න
0
ቂ −(2 cos 𝑡)2 ⋅ 2 sin 𝑡 𝑖 + 2 cos 𝑡 ⋅ (2 sin 𝑡)2 𝑗 ቃ ⋅ (−2 sin 𝑡 𝑖 + 2 cos 𝑡 𝑗 ) d𝑡 =

=
2π

න
0
൫16 cos2 𝑡 sin2 𝑡 + 16 cos2 𝑡 sin2 𝑡൯ d𝑡 = 8

2π

න
0
4 sin2 𝑡 cos2 𝑡 d𝑡 = 8

2π

න
0
(2 sin 𝑡 cos 𝑡)2 d𝑡 =

= 8
2π

න
0
(sin 2𝑡)2 d𝑡 =

1 = cos2 2𝑡 + sin2 2𝑡
cos4𝑡 = cos2 2𝑡 − sin2 2𝑡 | ⋅ (−1)

1 − cos4𝑡 = 2 sin2 2𝑡 ⟹ (sin 2𝑡)2 = 1−cos4𝑡
2

= 4
2π

න
0
(1− cos 4𝑡⏟

4𝑡=𝑤
) d𝑡 =

= 4 ቈ𝑡 − 1
4 sin 4𝑡቉

2π

0
= ቂ4𝑡 − sin 4𝑡ቃ

2π

0
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑡 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑡 ∈ ⟨0 ; 2π⟩ , proto

= ൭8π − sin 8πᇣᇧᇤᇧᇥ
0

൱ − ൭0 − sin 0ᇣᇤᇥ
0

൱ = 8π

Varianta – Greenova věta
Jsou‑li splněny podmı́nky Věty 3.2. (tzv. Greenova věta) na str. 17 skript ¹ , platı́

ඵ
Ω

ቆ𝜕𝑄(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 − 𝜕𝑃(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦 ቇ d𝑥 d𝑦 = ර

𝛾
𝑓 ቀ𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦)ቁ ⋅ d𝑟 = ර

𝛾
𝑃(𝑥, 𝑦) d𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦) d𝑦

Ověříme podmínky
• křivka 𝛾 je kladně orientovaná jednoduchá uzavřená křivka a je jedinou hranicı́ oblasti Ω
• funkce 𝑓 ൫(𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦)൯ je na této oblasti ohraničené křivkou 𝛾 spojitá, kde
𝑃(𝑥, 𝑦) = −𝑥2𝑦 , 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦2

¹ DANĚČEK, J., DLOUHÝ, O., PŘIBYL, O.:MATEMATIKA II – Křivkové integrály. Akademické nakladatelstvı́
CERM, s. r. o. Brno, květen 2006, ISBN 80–7204–452–4.
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• parciálnı́ derivace 𝜕𝑃(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦 , 𝜕𝑄(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥 jsou spojité na oblasti ohraničené křivkou 𝛾.

Pak ර
𝛾
ቀ−𝑥2𝑦 𝑖 + 𝑥𝑦2 𝑗ቁ ⋅ d𝑟 = ඵ

Ω
ቆ𝜕𝑄(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 − 𝜕𝑃(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦 ቇ d𝑥 d𝑦 =ඵ
Ω

ൣ𝑦2 − (−𝑥2)൧ d𝑥 d𝑦 =

Zavedeme polárnı́ souřadnice 𝑥 = 𝜚 cos𝜑
𝑦 = 𝜚 sin𝜑
| 𝐽 | = 𝜚
𝜚 ∈ ⟨0; 2⟩
𝜑 ∈ ⟨0; 2π⟩

= ඵ
Ω

൫𝑦2 + 𝑥2൯ d𝑥 d𝑦 =
2π

න
0

቎
2

න
0
(𝜚2 sin2 𝜑 + 𝜚2 cos2 𝜑) ⋅ 𝜚⏟

|𝐽|
d𝜚቏ d𝜑 =

=
2π

න
0

቎ ( sin2 𝜑 + cos2 𝜑ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
1

)
2

න
0
𝜚2 ⋅ 𝜚 d𝜚቏ d𝜑 =

2π

න
0

ቈ𝜚
4

4 ቉
2

0
d𝜑 =

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝜚 ∈ ℝ , tedy i pro 𝜚 ∈ ⟨0 ; 2⟩ , proto

=
2π

න
0

ቆ2
4

4 − 0ቇ d𝜑 = 4
2π

න
0

d𝜑 = 4 ቂ𝜑ቃ
2π

0
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝜑 ∈ ℝ , tedy i pro 𝜑 ∈ ⟨0 ; 2π⟩ , proto
= 4(2π − 0) = 8π

2. Vypočítejte křivkové integrály

𝒥𝛾 = න
𝛾
ቀ𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗ቁ ⋅ d𝑟 𝒥𝜅 = න

𝜅
ቀ𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗ቁ ⋅ d𝑟 kde křivka 𝛾 je úsečka

a křivka 𝜅 libovolná parabola.
/𝑥 ∈ ℝ; 𝑦 ∈ ℝ/ Obě křivky začı́najı́ v bodě 𝐴 = [0 ; 1] a končı́ v bodě 𝐵 = [3 ;−4] .

2. 1. Úsečka
Napíšeme parametrické rovnice úsečky 𝛾, včetně prvnı́ch derivacı́:

𝑥 = 3𝑡 𝑥′ = 3
𝑦 = 1 − 5𝑡 𝑦′ =−5

𝑡 ∈ ⟨0 ; 1⟩
𝒥𝛾 = න

𝛾
ቀ𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗ቁ ⋅ d𝑟 =

=
1

න
0
ቂ3𝑡 𝑖 + (1 − 5𝑡) 𝑗ቃ ⋅ (3 𝑖 − 5 𝑗 ) d𝑡 =

1

න
0

(9𝑡 − 5 + 25𝑡) d𝑡 =
1

න
0

(34𝑡 − 5) d𝑡 = ቈ34𝑡
2

2 − 5𝑡቉
1

0
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑡 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑡 ∈ ⟨0 ; 1⟩ , proto= (17 − 5) − (0) = 12
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2. 2. Parabola
Napíšeme parametrické rovnice paraboly 𝜅, napřı́klad: 5𝑥2 + 9𝑦 − 9 = 0

𝑥 = 3𝑡 𝑥′ = 3
𝑦 = 1 − 5𝑡2 𝑦′ =−10𝑡

𝑡 ∈ ⟨0 ; 1⟩
𝒥𝜅 = න

𝛾
ቀ𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗ቁ ⋅ d𝑟 =

=
1

න
0
ቂ3𝑡 𝑖 + (1 − 5𝑡2) 𝑗ቃ ⋅ (3 𝑖 − 10𝑡 𝑗) d𝑡 =

1

න
0
൫9𝑡 − 10𝑡 + 50𝑡3൯ d𝑡 =

1

න
0
൫50𝑡3 − 𝑡൯ d𝑡 =

= ቈ50𝑡
4

4 − 𝑡2
2 ቉

1

0
= primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑡 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑡 ∈ ⟨0 ; 1⟩ , proto

= ቆ252 − 1
2ቇ − (0) = 12

2. 3. Potenciální pole
Ověříme podmínky podle věty 3. 5. na straně 22 skript 1

• křivka 𝛾 ležı́ uvnitř jednoduše souvislé (s každou kružnicí/kulovou plochou, která leží v Ω ,
také celý vnitřek této kružnice/kulové plochy leží v Ω) oblasti Ω: napřı́klad kruh se středem
v počátku a poloměrem 𝑟 = 9, Ω ∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 81;

• funkce 𝑓 ൫(𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)൯ je na této oblasti Ω třı́dy 𝐶1 (všechny složky této
vektorové funkce mají (⇒existují) všechny první parciální derivace v Ω a tyto parc. der. jsou spojité):

𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑥 , 𝜕𝑃
𝜕𝑥 = 1 , 𝜕𝑃

𝜕𝑦 = 0 , 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑦 , 𝜕𝑄
𝜕𝑥 = 0 , 𝜕𝑄

𝜕𝑦 = 1
všechny prvnı́ parciálnı́ derivace v Ω existujı́ a jsou spojité;

• platı́ 𝜕𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑦 = 𝜕𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥 , 𝜕𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑧 = 𝜕𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥 , 𝜕𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑧 = 𝜕𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
což v našem přı́padě platı́, protože 0 = 0 .

Pak existuje taková funkce 𝑉(𝑥, 𝑦) (potenciál nebo též kmenová funkce) a platı́:

න
𝛾
𝑓 ቀ𝑃(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦)ቁ ⋅ d𝑟 =

𝐵

න
𝐴
𝑃(𝑥, 𝑦) d𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦) d𝑦 = [𝑉(𝑥, 𝑦)]𝐵𝐴 = 𝑉(𝐵) − 𝑉(𝐴)

𝜕𝑉(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥 = 𝑃(𝑥, 𝑦) 𝜕𝑉(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦 = 𝑄(𝑥, 𝑦)
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Budeme hledat kmenovou funkci 𝑉(𝑥, 𝑦): 𝜕𝑉(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦 = 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑦

𝑉(𝑥, 𝑦) = න𝑦 d𝑦 = 𝑦2
2 + 𝑔(𝑥)

𝜕𝑉(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥 = 𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑥 = 𝑔′(𝑥)

𝑔′(𝑥) = 𝑥

𝑔(𝑥) = න𝑥 d𝑥 = 𝑥2
2 + 𝑐

𝑉(𝑥, 𝑦) = 𝑦2
2 +

𝑔(𝑥)
ᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ
ቆ𝑥

2

2 + 𝑐ቇ

Tedy: න
𝛾
𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ d𝑟 = ቈ𝑥

2

2 + 𝑦2
2 + 𝑐 ቉

[3;−4]

[0;1]
= ቈ3

2

2 + (−4)2
2 + 𝑐 ቉ − ቆ0

2

2 + 12
2 + 𝑐ቇ =

= 9
2 + 8 − 1

2 = 12

Brno 2020 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST – Křivkový integrál ve vektorovém poli, POTENCIÁL 5 ze 9

3. Vypočítejte křivkový integrál v potenciálním poli

න
𝛾
ቆ 𝑦
𝑥2 𝑖 −

1
𝑥 𝑗ቇ ⋅ d𝑟 kde křivka 𝛾 začı́ná v bodě 𝐴 = [2 ; 1] , končı́ v bodě 𝐵 = [1 ; 2]

a neprotı́ná osu 𝑦 .
/𝑥 ≠ 0; 𝑦 ∈ ℝ/

Ověříme, zda funkce 𝑓(𝑥, 𝑦) popisuje potenciální pole:

• křivka 𝛾 ležı́ uvnitř jednoduše souvislé oblasti (například kruh se středem v bodu 𝐵 a polo–

měrem 𝑟 = √3) Ω ∶ (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 2)2 ≤ 3 ;

• 𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑦
𝑥2 ,

𝜕𝑃
𝜕𝑥 = −2𝑦

𝑥3 , 𝜕𝑃
𝜕𝑦 = 1

𝑥2 , 𝑄(𝑥, 𝑦) = −1
𝑥 , 𝜕𝑄

𝜕𝑥 = 1
𝑥2 ,

𝜕𝑄
𝜕𝑦 = 0

všechny prvnı́ parciálnı́ derivace v Ω existujı́ a jsou zde spojité;

• 𝜕𝑃
𝜕𝑦 = 1

𝑥2 = 𝜕𝑄
𝜕𝑥

Kmenová funkce: 𝜕𝑉(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦 = 𝑄(𝑥, 𝑦) = −1

𝑥

𝑉(𝑥, 𝑦) = −න 1
𝑥 d𝑦 = −𝑦

𝑥 + 𝑔(𝑥)

𝜕𝑉(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥 = 𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑦

𝑥2 =
𝑦
𝑥2 + 𝑔′(𝑥)

𝑔′(𝑥) = 0

𝑔(𝑥) = 𝑐

𝑉(𝑥, 𝑦) = −𝑦
𝑥 +

𝑔(𝑥)
ฏ(𝑐)

Tedy: න
𝛾
𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅ d𝑟 = ൤−𝑦𝑥 ൨

[1;2]

[2;1]
= ቆ−21 ቇ − ቆ−12 ቇ = −32
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4. Vypočítejte křivkový integrál v potenciálním poli

න
𝛾
ቀ(𝑥 + 𝑦𝑧) 𝑖 + (𝑦 + 𝑥𝑧) 𝑗 + (𝑧 + 𝑥𝑦) 𝑘⃗ቁ ⋅ d𝑟 kde křivka 𝛾 začı́ná v bodě 𝐴 = [0 ; 0 ; 0] ,

a končı́ v bodě 𝐵 = [1 ; 2 ; 3] .
/𝑥 ∈ ℝ; 𝑦 ∈ ℝ; 𝑧 ∈ ℝ/

Ověříme, zda funkce 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) popisuje potenciální pole:
• křivka 𝛾 ležı́ uvnitř jednoduše souvislé oblasti (například koule se středem v počátku a polo–

měrem 𝑟 = 8) Ω ∶ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 64 ;

• 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 + 𝑦𝑧 , 𝜕𝑃
𝜕𝑥 = 1 , 𝜕𝑃

𝜕𝑦 = 𝑧 , 𝜕𝑃
𝜕𝑧 = 𝑦 ,

𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦 + 𝑥𝑧 , 𝜕𝑄
𝜕𝑥 = 𝑧 , 𝜕𝑄

𝜕𝑦 = 1 , 𝜕𝑄
𝜕𝑧 = 𝑥 ,

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧 + 𝑥𝑦 , 𝜕𝑅
𝜕𝑥 = 𝑦 , 𝜕𝑅

𝜕𝑦 = 𝑥 , 𝜕𝑅
𝜕𝑧 = 1 ,

všechny prvnı́ parciálnı́ derivace v Ω existujı́ a jsou zde spojité;

• 𝜕𝑃
𝜕𝑦 = 𝑧 = 𝜕𝑄

𝜕𝑥 , 𝜕𝑃
𝜕𝑧 = 𝑦 = 𝜕𝑅

𝜕𝑥 , 𝜕𝑄
𝜕𝑧 = 𝑥 = 𝜕𝑅

𝜕𝑦

Kmenová funkce: 𝜕𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑦 = 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦 + 𝑥𝑧

𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = න(𝑦 + 𝑥𝑧) d𝑦 = 𝑦2
2 + 𝑥𝑦𝑧 + 𝑔(𝑥, 𝑧)

𝜕𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑥 = 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 + 𝑦𝑧 = 𝑦𝑧 + 𝜕𝑔(𝑥, 𝑧)

𝜕𝑥
𝜕𝑔(𝑥, 𝑧)

𝜕𝑥 = 𝑥

𝑔(𝑥, 𝑧) = න𝑥 d𝑥 = 𝑥2
2 + ℎ(𝑧)

𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦2
2 + 𝑥𝑦𝑧 + ቈ𝑥

2

2 + ℎ(𝑧)቉

𝜕𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑧 = 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧 + 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦 + ℎ′(𝑧)

ℎ′(𝑧) = 𝑧

ℎ(𝑧) = න𝑧 d𝑧 = 𝑧2
2 + 𝑐

𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦2
2 + 𝑥𝑦𝑧 + 𝑥2

2 + ቆ𝑧
2

2 + 𝑐ቇ

Tedy:න
𝛾
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ⋅ d𝑟 = ቈ𝑥

2

2 + 𝑦2
2 + 𝑧2

2 + 𝑥𝑦𝑧቉
[1;2;3]

[0;0;0]
= ቆ1

2

2 + 22
2 + 32

2 + 1 ⋅ 2 ⋅ 3ቇ − (0) = 13
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5. Vypočítejte křivkový integrál v potenciálním poli

න
𝛾
ቀ𝑧 𝑖 + (𝑦2 + 𝑧) 𝑗 + (𝑥 + 𝑦) 𝑘⃗ቁ ⋅ d𝑟 kde křivka 𝛾 začı́ná v bodě 𝐴 = [0 ; 3 ; 1] ,

a končı́ v bodě 𝐵 = [2 ; 6 ; 0] .
/𝑥 ∈ ℝ; 𝑦 ∈ ℝ; 𝑧 ∈ ℝ/

Ověříme, zda funkce 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) popisuje potenciální pole:

• křivka 𝛾 ležı́ uvnitř jednoduše souvislé oblasti (například koule se středem v počátku a polo–

měrem 𝑟 = 7) Ω ∶ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 49 ;

• 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧 𝜕𝑃
𝜕𝑥 = 0 𝜕𝑃

𝜕𝑦 = 0 𝜕𝑃
𝜕𝑧 = 1

𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦2 + 𝑧 𝜕𝑄
𝜕𝑥 = 0 𝜕𝑄

𝜕𝑦 = 2𝑦 𝜕𝑄
𝜕𝑧 = 1

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 + 𝑦 𝜕𝑅
𝜕𝑥 = 1 𝜕𝑅

𝜕𝑦 = 1 𝜕𝑅
𝜕𝑧 = 0

všechny prvnı́ parciálnı́ derivace v Ω existujı́ a jsou zde spojité;

• 𝜕𝑃
𝜕𝑦 = 0 = 𝜕𝑄

𝜕𝑥 , 𝜕𝑃
𝜕𝑧 = 1 = 𝜕𝑅

𝜕𝑥 , 𝜕𝑄
𝜕𝑧 = 1 = 𝜕𝑅

𝜕𝑦

Kmenová funkce: 𝜕𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑥 = 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧

𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = න𝑧 d𝑥 = 𝑥𝑧 + 𝑔(𝑦, 𝑧)

𝜕𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑧 = 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 + 𝑦 = 𝑥 + 𝜕𝑔(𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧
𝜕𝑔(𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧 = 𝑦

𝑔(𝑦, 𝑧) = න𝑦 d𝑧 = 𝑦𝑧 + ℎ(𝑦)

𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑧 + [𝑦𝑧 + ℎ(𝑦)]

𝜕𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑦 = 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦2 + 𝑧 = 𝑧 + ℎ′(𝑦)

ℎ′(𝑦) = 𝑦2

ℎ(𝑦) = න𝑦2 d𝑦 = 𝑦3
3 + 𝑐

𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + ቆ𝑦
3

3 + 𝑐ቇ

Tedy:න
𝛾
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)⋅ d𝑟 = ቈ𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝑦3

3 ቉
[2;6;0]

[0;3;1]
= ቆ2 ⋅ 0 + 6 ⋅ 0 + 63

3 ቇ−ቆ0 ⋅ 1 + 3 ⋅ 1 + 33
3 ቇ = 60
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6. Vypočítejte křivkový integrál v potenciálním poli

න
𝛾
ቀ(3𝑥2𝑦2 − 2𝑧4) 𝑖 + 2𝑥3𝑦 𝑗 − 8𝑥𝑧3 𝑘⃗ቁ ⋅ d𝑟 kde křivka 𝛾 začı́ná v bodě 𝐴 = [0 ; 0 ; 0] ,

a končı́ v bodě 𝐵 = [1 ; 1 ; 1] .
/𝑥 ∈ ℝ; 𝑦 ∈ ℝ; 𝑧 ∈ ℝ/

Ověříme, zda funkce 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) popisuje potenciální pole:

• křivka 𝛾 ležı́ uvnitř jednoduše souvislé oblasti (například koule se středem v počátku a polo–

měrem 𝑟 = 2) Ω ∶ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 4 ;

• 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 3𝑥2𝑦2 − 2𝑧4 𝜕𝑃
𝜕𝑥 = 6𝑥𝑦2 𝜕𝑃

𝜕𝑦 = 6𝑥2𝑦 𝜕𝑃
𝜕𝑧 = −8𝑧3

𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥3𝑦 𝜕𝑄
𝜕𝑥 = 6𝑥2𝑦 𝜕𝑄

𝜕𝑦 = 2𝑥3 𝜕𝑄
𝜕𝑧 = 0

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −8𝑥𝑧3 𝜕𝑅
𝜕𝑥 = −8𝑧3 𝜕𝑅

𝜕𝑦 = 0 𝜕𝑅
𝜕𝑧 = −24𝑥𝑧2

všechny prvnı́ parciálnı́ derivace v Ω existujı́ a jsou zde spojité;

• 𝜕𝑃
𝜕𝑦 = 6𝑥2𝑦 = 𝜕𝑄

𝜕𝑥 , 𝜕𝑃
𝜕𝑧 = −8𝑧3 = 𝜕𝑅

𝜕𝑥 , 𝜕𝑄
𝜕𝑧 = 0 = 𝜕𝑅

𝜕𝑦

Kmenová funkce: 𝜕𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑦 = 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥3𝑦

𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = න2𝑥3𝑦 d𝑦 = 2𝑥3𝑦
2

2 + 𝑔(𝑥, 𝑧)

𝜕𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑥 = 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 3𝑥2𝑦2 − 2𝑧4 = 3𝑥2𝑦2 + 𝜕𝑔(𝑥, 𝑧)

𝜕𝑥
𝜕𝑔(𝑥, 𝑧)

𝜕𝑥 = −2𝑧4

𝑔(𝑥, 𝑧) = න−2𝑧4 d𝑥 = −2𝑥𝑧4 + ℎ(𝑧)

𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥3𝑦2 + ൣ−2𝑥𝑧4 + ℎ(𝑧)൧

𝜕𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑧 = 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = − 8𝑥𝑧3 =−8𝑥𝑧3 + ℎ′(𝑧)

ℎ′(𝑧) = 0
ℎ(𝑦) = 𝑐

𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥3𝑦2 − 2𝑥𝑧4 + (𝑐)

Tedy: න
𝛾
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ⋅ d𝑟 = ቂ𝑥3𝑦2 − 2𝑥𝑧4ቃ

1;1;1]

[0;0;0]
= ൫13 ⋅ 12 − 2 ⋅ 1 ⋅ 14൯ − (0) = −1
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7. Vypočítejte křivkový integrál v potenciálním poli

න
𝛾
ቆቈ3𝑥2 − 𝑦

(𝑥 + 𝑧)2 ቉ 𝑖 +
1

𝑥 + 𝑧 𝑗 −
𝑦

(𝑥 + 𝑧)2 𝑘⃗ቇ ⋅ d𝑟 kde křivka 𝛾 začı́ná v bodě 𝐴 = [1 ; 1 ; 1] ,
a končı́ v bodě 𝐵 = [2 ; 2 ; 2] .

/𝑥 ∈ ℝ; 𝑦 ∈ ℝ; 𝑧 ≠ −𝑥/

Ověříme, zda funkce 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) popisuje potenciální pole:
• křivka 𝛾 ležı́ uvnitř jednoduše souvislé oblasti (například koule se středem v bodu 𝐵 a polo–

měrem 𝑟 = 2) Ω ∶ (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 2)2 ≤ 4 ;

• 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 3𝑥2 − 𝑦
(𝑥 + 𝑧)2

𝜕𝑃
𝜕𝑥 = 6𝑥 + 2𝑦

(𝑥 + 𝑧)3
𝜕𝑃
𝜕𝑦 = −1

(𝑥 + 𝑧)2
𝜕𝑃
𝜕𝑧 = 2𝑦

(𝑥 + 𝑧)3

𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1
𝑥 + 𝑧

𝜕𝑄
𝜕𝑥 = −1

(𝑥 + 𝑦)2
𝜕𝑄
𝜕𝑦 = 0 𝜕𝑄

𝜕𝑧 = −1
(𝑥 + 𝑦)2

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = − 𝑦
(𝑥 + 𝑧)2

𝜕𝑅
𝜕𝑥 = 2𝑦

(𝑥 + 𝑧)3
𝜕𝑅
𝜕𝑦 = −1

(𝑥 + 𝑦)2
𝜕𝑅
𝜕𝑧 = 2𝑦

(𝑥 + 𝑧)3
všechny prvnı́ parciálnı́ derivace v Ω existujı́ a jsou zde spojité;

• 𝜕𝑃
𝜕𝑦 = −1

(𝑥 + 𝑧)2 = 𝜕𝑄
𝜕𝑥 , 𝜕𝑃

𝜕𝑧 = 2𝑦
(𝑥 + 𝑧)3 = 𝜕𝑅

𝜕𝑥 , 𝜕𝑄
𝜕𝑧 = −1

(𝑥 + 𝑦)2 = 𝜕𝑅
𝜕𝑦

Kmenová funkce: 𝜕𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑦 = 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1

𝑥 + 𝑧

𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = න 1
𝑥 + 𝑧 d𝑦 = 𝑦

𝑥 + 𝑧 + 𝑔(𝑥, 𝑧)

𝜕𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑧 = 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = − 𝑦

(𝑥 + 𝑧)2 =
−𝑦

(𝑥 + 𝑧)2 +
𝜕𝑔(𝑥, 𝑧)

𝜕𝑧
𝜕𝑔(𝑥, 𝑧)

𝜕𝑧 = 0

𝑔(𝑥, 𝑧) = ℎ(𝑥)

𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦
𝑥 + 𝑧 + [ℎ(𝑥)]

𝜕𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑥 = 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 3𝑥2 − 𝑦

(𝑥 + 𝑧)2 =
−𝑦

(𝑥 + 𝑧)2 + ℎ′(𝑥)

ℎ′(𝑥) = 3𝑥2

ℎ(𝑥) = න3𝑥2 d𝑥 = 3𝑥3
3 + 𝑐

𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦
𝑥 + 𝑧 + ൫𝑥3 + 𝑐൯

Tedy: න
𝛾
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ⋅ d𝑟 = ൤ 𝑦

𝑥 + 𝑧 + 𝑥3 ൨
[2;2;2]

[1;1;1]
= ቆ 2

2 + 2 + 23ቇ − ቆ 1
1 + 1 + 13ቇ = 7
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