FAST - Transformace trojného integrdlu do cylindrickych/vdlcovych souradnic 1 ze

Jsou-li splnény podminky Véty 2.4.[], tedy Ze

e funkce x = p(u,v,w), y =y (u,v,w), z = y(u, v,w) definuji prosté zobrazeni G (¢, 1, x)
ajakobian J(u,v,w) # 0, coz obé probirané transformace spliuji;

e integrovana funkce f(x,y,z) jenauzavéru G(K) oblasti G(K) (oblast véetné hranic pres
kterou integrujeme) definovana, spojita i ohranicena, tedy nikde na oblasti G(K) ani
nikde na jeji hranici , neutika do nekone¢na“;

e uzavienou oblast (pres kterou integrujeme) lze rozdélit na nékolik elementarnich oblasti
prvniho, druhého, nebo tretiho druhu

pak plati

w f(xy,z)dxdydz = W f (o, v,w), Y, v,w), x(w,v,w)) |/ (u,v,w)| du dv dw
K

¢(K)

Nasledujici obrazky jsou kresleny v kolmé axonometrii zZ
a souradné osy (pokud nejsou zakresleny) jsou voleny takto:

X y

Cylindrické/valcové souradnice

Transformacni rovnice jsou:
x=rcost=q@(r,t,z)
y=rsint =y(r,t,2)
z=1z =x(r,t, 2)

Ul=r

Tuto transformaci vyuzivime zejména, kde integracni oblast je valec nebo jeho ¢ast, nebo
v pripadech, kdy pravodhlym priimétem integrac¢ni oblasti do ptidorysny (rovina z = 0) je kruh
Ci jeho cast.
Z obrazku je zfejmé,
e souradnice r znamena vzdalenost bodu
A = [x,y,0] (ptdorysu bodu A) od pocatku,
tedy délku privodite bodu [x,y, 0]; A=[xy,z]
e souradnice t oznacuje orientovany uhel mé-
feny v pidorysné od kladného sméru osy x
po privodi¢ bodu [x,y, 0];

e soufadnice s je z-tova souradnice bodu
A=|xy7z]; r

tedy vyznam valcovych soutadnic r, t je stejny jako
v pripadé polarnich soutadnic u dvojrozmérnych
integrall. Treti souradnice z se neméni.

1 Strana 40 ve skriptech: DANECEK, ]., DLoUHY, O., PRIBYL, O.: MATEMATIKA II - Dvojny a trojny integrdl. Akade-
mické nakladatelstvi CERM, s.r. 0. Brno, kvéten 2006,ISBN 80-7204-453-2.
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FAST - Transformace trojného integrdlu do cylindrickych/vdlcovych souradnic

1. Vypocitejte trojny integral

ff dxdydz , kde pro soutadnice bodi oblasti Q plati:
Q

/XER; yER; z€ R/

Urc¢ime mezni plochy

JZi=1

x2+y?+2z2=2z

rotacni kuzelova plocha

kulova plocha

Transformujeme do valcovych souiadnic:

X =rcost
y=rsint
z=1z
Ul=r

Stanovime meze pro jednotlivé proménné

Transformacni rovnice dosadime do meznich ploch:

JZi=12

J(rcost)? + (rsint)2 =z

x2+y?+2z2=2z

(rcost)? + (rsint)? +r?2 =2r

2 ze |14

VX2 +y? <z

x2+y2+2z2<2z

x2+y2+z%2 <2z
2
T

72 —2z7< —r?

2 2 02 2 _
\/TZ(COSZt+sin2t)=z r(&;ﬂg"'r =2r 22 _2,41<1—12
2 2
|T|=Z 2r2 —2r=0 (Z_l) <1-r
rr—1)=0 z—1<V1—-r?
<r<
(O_T'_Z) (r1=0;r2=1) ZS1+‘/1—T'2
A kdyZ to shrneme: 0<r<1
<t<2m
r<z<1l++vV1l-r2
2n| 1/ 1+vV1-r2 2nf 1 LVisE
ﬁ dxdydz=j f ] r dz | dr dt=f fr[z] dr b dt =
bt r
Q o |o U o L0

primitivni funkce je spojita pro z € R, tedy i pro
2m 21

]

0

Brno 2020

zE<r; 1+\/1—r2>, proto

2T

1 1 1
Ofr[(1+ 1—r2)—(r)]dr dtzbf Of(r—rz)dr dt+0f !r-mdr dt =
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FAST - Transformace trojného integrdlu do cylindrickych/vdlcovych souradnic 3 ze [14

Vi—1r2=5
1—T2—52 21 1 21 1 2| r=1 <
= _ ~ , -s _
—27dr = 2s ds —J err dt ] ]r dr dt+f jrs " ds| dt
dr==gs| ° 0 \0 0 Lr=0

T
311
= |=|dt— | |=|dt—| |=| dt=]| |=|de—| || dt— | |[———L]dt=
2 3 3 2 3 3
0 0 0 0 0 T 0 0 0 0 0 o

=0
primitivni funkce jsou spojité pror € (—1; 1),tedyipro r €(0; 1), proto

_ ](% o) er- j(g o) er- j(o a2 2 -

primitivni funkce je spojita prot € R,tedyipro t € (0; 2m), proto

S @n-0)— = (@n—0)+ = (2n—0) =
—E(“— )—g(ﬂ— )+§(1T— ) =

e

2. Vypocitejte trojny integral

x*+y%2<9
ff dxdydz , kde pro soutradnice bodi oblasti Q plati: 0<x
Q

/xER; yER; z€ R/

Urcime mezni plochy

0=x rovina
0=z rovina <///
z=3x rovina T~ =
N \\\\\ \\
x2+y2=9 rotac¢ni valcova plocha (polomér 3)

A

AEN
SR

Transformujeme do valcovych souradnic:

X =rcost
y=rsint
z=1z
Ul=r

Stanovime meze pro jednotlivé proménné

Transformacni rovnice dosadime do meznich ploch:

0=rcost x2+y2=9
U (rcost)? + (rsint)?=9
TT T
r=0vt=—--Vvt== r2(cos?t +sin’t) =9 0<r<3
—_——
1 TT TT
v . - e <t
nebo primo z obrazku || ; =t=5
0<z<3rcost
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FAST - Transformace trojného integrdlu do cylindrickych/vdlcovych souradnic 4 ze |14

g 3 /3rcost g 3 3y .
cos
fff dxdydz=f [J. f Hrﬂdz dr dtzf fr[z]o dr, dt =
) “T Lo o Ml ~z {0

primitivni funkce je spojitd proz € R,tedyipro z € (0; 3rcost), proto
e s r s
=f fr[(?)rcost)—(O)] dr dtzf 3costfr2dr dt=f3costl—l dt =
T _m 0 _m 3 1o
2 2
primitivni funkce je spojita pror € R,tedyipro r €(0; 3), proto

T

costdt = 27 [sin tEE dt =
2

e}

A ——ia

33
= 3cost<?—0>dt=27

2

SIE

primitivni funkce je spojitaprot € R,tedyipro ¢t € (—g; g), proto

= 27| sin 7 - sin (-3 )| =
= sin 5 — sin{ -2 J| =

Ik

1 -1

3. Vypocitejte trojny integral

x2+y2—-y<0

ﬂ dxdydz , kde pro souradnice bodi oblasti Q plati: x2+y2<z
Q 0<z

/xER;, yER;, z€ R/

Urc¢ime mezni plochy

x2+y2—y=0 rota¢ni valcova plocha

rotacni paraboloid

2 2
=z . .
Xty horni podstava valce

z=0 rovina - dolni podstava valce

A) Transformujeme do valcovych souradnic:

X =rcost
y=rsint y
z=1z

/=7 12
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FAST - Transformace trojného integrdlu do cylindrickych/vdlcovych souradnic 5 ze

Stanovime meze pro jednotlivé proménné

Transformacni rovnice dosadime do meznich ploch:

x2+y?2—y=0 x2+y?=z
(rcost)? + (rsint)? —rsint =0 (rcost)? + (rsint)? =z 0<r<sint
2 2 .2 . _ 2 2 2 _
r?(cos?t +sin“t) —rsint =0 r?(cos?t +sin“t) =z
(cost e sn’ D) (cost e sin’ D) b<ien
r(r—sint) =0 r2 =gz 0<z<r?

J
O0O<r)r=0vr=sint

2

sint [ r T ( sint 2
ﬂ dxdydz—j j ]Cdz dr dt=j jr[z] dr; dt =
0 17l 0 0 °

primitivni funkce je spojitd proz € R, tedyipro z € (0; r?), proto

1T[Ttr(r —0)dr dt—fl 4rmt

primitivni funkce je spojita pror € R, tedyipro r € (0; sint), proto

T T cos?t +sin’t=1
sin® ¢ 1 2 1—cos2t
-0 dt—— (sm t) dt = |cos?t — sin® t = cos 2t | - (—=1)|sin t=T
0 o ‘ 2sin’t =1 — cos 2t ‘
TT TC TT TC
—1f(1 2t)% dt = 1f 1[2 2t dt + 1f 22tdt =
=16 cos =16 16 cos 16 cos =
0 0 0 = 0
cos? 2t +sin®2t =1 1 + cos 4t
cos? 2t — sin® 2t = cos[2(2t)]| cos?2t = T
‘ 2c0522t=1+cos4t‘
t=mt T
_ 1 t-“ 1 5 1 J‘ + cos 4t _
16l T 16 J 5 16 -
t=0 0
T T
B A 1[' ]t=n+1jdt+1j 4t dt =
16l T 16 P 0iso T 32 32 ) ST 4T
0 0 =u
1 1 1 i d
_ . TT u U=TC
= 1_6 .t-o 16 sin Zt] [t] + cos uT 32 [ ] 16 [sm 21:] 128 [smu]u=0 =
o
—— 1 ] TC 1 TT
= 37 .t.o ~16 [sm Zt] + 128 sin 4t]
primitivni funkce jsou spojité prot € R,tedyipro ¢t € (0; m), proto

31

3 1
=§-(n—0)—1— (5111)2n—51(r)10)+— (sm41‘r—sm0)—32
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FAST - Transformace trojného integrdlu do cylindrickych/vdlcovych souradnic 6 ze

B) Transformujeme do POSUNUTYCH valcovych souiadnic:

X =rcost
1 .
y=5+rsmt

y
z=1z o
X Ul=r
Nejprve urc¢ime jakobidn. ProtoZe vime, Ze do determinantu dosazujeme parcialni derivace

jednotlivych proménnych a derivace konstanty je nula, tak at' ke kterékoliv proménné pricteme
jakékoliv ¢islo, na hodnotu derivace (a tim také determinantu) to nebude mit vliv.

1/2

Stanovime meze pro jednotlivé proménné

Transformacni rovnice dosadime do meznich ploch:

x2+y2—y=0 X2+y2=z
2 1 . 2 1 . _ 1 2
(r cost) +(E+rsmt) —(E+rsmt)—0 (rcost)2+(5+rsint) -5
2 2 1 . 2 .2 1 . _
récos®t+ - +rsint+risin“r — - —rsint=0 r2cos’t+ X +rsint+r2sinr=z
. 1
rz(coszt+sm2t)—z=0 rz(c052t+sin2t)+i+rsint=z
~— —
1 2 1
2 _ (1 2 . 1
r —(—) r“+rsint+-=2z
2 4
U
. e s 1
vzdalenost r (0 < r) nezavisi na thlu t : 1:,— iz 0 SrS%
Tedy stied kruznice je v POCATKU
0<t<2m
OSZSr2+rsint+%
1 2 ) 1 1
= [ re+rsint+- =
oz 4 oz r2+475sin t+%
dxdy dz = r dz | dr|de= r[z]o dr b dt =
Q o |o 0 Il o |o

primitivni funkce je spojita proz € R,tedyipro z€ <O; 2+ rsint + i> , proto

2T

7 :

1 r
fr[(r2+rsint+z>—01 dr dtzf f[r3+rzsint+z] dr } dt =
0 0

0

2T

g

0

1 1 1
2nf 3 2m 2 2T 2
r
=f jr3dr dt+f .[rzsintdr dt+f fzdr dt =
o \o o \o o \o
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FAST - Transformace trojného integrdlu do cylindrickych/vdlcovych souradnic 7 ze (14

2T 1 2T 1
- [3]2 1[r?]?
dt+fsmt[?l dt+le7l dt =
0 0 0

2T 1
2

Jl5]

0

primitivni funkce je spojita pror € R, tedyipro r € <O; %>, proto

— 0| dt =

4 2

2T 14 2T 13 2T 12
L o] [ame & o] s 1)
0 0 0

2T 2T 2T
= o [aer gy [smears o5 [ae= 2 [ "+ 5o [-eose] =
~ 64 24 | 5™ 32 Tealtly Toa T, T
0 0 0

primitivni funkce jsou spojité prot € R,tedyipro t € (0; 2m), proto

31
32

3 1
= 2n—-0)— — 21T — =
64( m—20) 24(cos1 T C01SO)

4. Vypocitejte trojny integral

fﬂ. Vx?2+y?dxdydz, kde pro souradnice bodi oblasti 0 plati:
Q
/xER; yER; zE€ R/ Jx24+y2<z<6-—x%—y?

Urc¢ime mezni plochy

Jx2+y?2=2z (z=0) rotacni kuZelovéa plocha
(s vrcholem v pocatku)

rotacni paraboloid (se stejnou
osou rotace z jako kuZel)
avrcholem v bodé [0;0; 6] L

z=6—x?—1y?
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FAST - Transformace trojného integrdlu do cylindrickych/vdlcovych souradnic 8 ze

plidorysna Kruznice: z=2z
[xZ+ y2=6—x% — y?
Jx2+y2=6—(x?+y?)

Transformujeme do valcovych souradnic:

z=6—2z%
x=rcost z22+z-6=0
y=rsint z+3)(z—-2)=0
Z =27 2=6—X2—y2
U =r xttyt=4

ma polomér 2

Stanovime meze pro jednotlivé proménné

Transformacni rovnice dosadime do meznich ploch:

JxZ+y2=1z Z=6—x?—1y?

J(rcost)? + (rsint)2 =z z=6— (rcost)® — (rsint)? 0<r<?2
) z=6—r2(coszt+sin2 t)
r2(cos?t +sin“t) =z — 0<t<2m
N ——————e
1 zZ=6-—r?

r<z<6-r?
©0<r) |r|=z

2| 2 [ 6-12
jU\/x2+y2dxdydz=f j f \/r2c052t+rzsin2t3; dz | dr| dt =
Q o |o T r

171

2| 2 6—12 2 2 .
6—1
=] J r? J dz | dr dt=j frz[z] dr} dt =
r
o J|o r 0 0

primitivni funkce je spojitd proz € R, tedyipro z € (r; 6 —r?), proto

2 2 2t/ 2 21t / 2 21t/ 2
=f frz[(6—r2)—(r)]dr dt=f j6r2dr dt—f fr‘*dr dt— f f ri3dr | dt =
0 0 0 0 0 0 0

j‘rr r32 2m r52 21 r42
B 4
0 3o 0 >lo 0 *lo

primitivni funkce jsou spojité pror € R,tedyipro r € (0; 2), proto

2T 2T 2T 2T 2T 2T
= j6 2 0)de j 2 0)dt j 2! 0 dt—16j dt 32] dt 4] dt =
B 3 5 4 B 5 B
0 0 0 0 0 0

80-32-20 [ 8 28
- 5 f ae= ?f [t]
0 0
primitivni funkce je spojitaprot € R, tedyipro t € (0; 2m), proto
28 56
=< (2m—-0) = ?—T[
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FAST - Transformace trojného integrdlu do cylindrickych/vdlcovych souradnic 9 ze |14

5. Vypocitejte trojny integral

x?+y2<z

ff (x2 +y?)dxdydz , kde pro soutadnice bodti oblasti Q plati:
Q
/XER;, yER; z€ R/

Urcime mezni plochy

xt+yt=1z rota¢ni paraboloid
z=1 rovina

Transformujeme do valcovych souradnic:

xX=rcost

y=rsint .
z=1z -
Ul=r

Stanovime meze pro jednotlivé proménné

Transformacni rovnice dosadime do rotacniho paraboloidu:

x2+y?=z <r<yz
(rcost)? + (rsint)? =z <t <o

r2(cos?t +sin’t) =z -
1 0<z<1

0<7r) Irl=vz

2 1| vz 2n( 1 4 VZ

T

fff(x2+y2)dxdyd2=f f f(r2c052t+rzsin2t)£ dr| dz dtzf flzl dzp dt =

Q o (o |o r? 1 o Lo 0

primitivni funkce je spojita pror € R, tedyipro r € (0; \/E), proto

2 1 (\/_)4 2T 1 1 2n1 341

= L— = — 2 =J— Z— =
] 2 0] dz; dt J 4JZ dz | dt 4[3Ldt
0 0 0 0 0

primitivni funkce je spojita proz € R, tedyipro z €(0; 1), proto

primitivni funkce je spojitaprot € R, tedyipro t € (0; 2m), proto

_12 0) =

[|lonl A
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FAST - Transformace trojného integrdlu do sférickych/kulovych souradnic 10 ze

Sférické/kulové souradnice

Transformacni rovnice jsou:

x =rcostcoss =¢@(r,t,5S)
y=rsintcoss =y(r,t,s)
z=rsins =x(r,t,s)

|/ = r?coss

Tuto transformaci vyuzivame zejména, kde integracni oblast je koule nebo jeji ¢ast, nebo
v pripadech, kdy pravoihlym primétem integrac¢ni oblasti do plidorysny (rovina z = 0) je kruh
Cijeho Cast.

Z obrazku je zfejmé, Ze:

e souradnice r znamend vzdalenost bodu Z
A = [x,y,z] od poclatku; A=[X, ,Z]
e souradnice t oznacuje orientovany thel r

méreny v piadorysné od kladného sméru osy
x po privodic bodu [x,y, 0] (= padorys A;
bodu A);

e soufadnice s oznacuje orientovany uhel méreny
od ptidorysny po privodi¢ bodu A = [x,y, z].

X

1. Vypocitejte trojny integral

x=0
fff Vx2+y?+2z2dxdydz , kde pro souradnice bodi oblasti Q plati: y<0
Q x2+y2+22<9

/xER; yER; z€ R/

Urc¢ime mezni plochy
x=0 rovina
y=0 rovina

x2+y2+22=9  kulova plocha

Transformujeme do sférickych souradnic:
X =71Ccostcoss
y=rsintcoss
z=rsins

|J| =r%coss

Z obrazku stanovime meze pro jednotlivé proménné 0<r<3
%‘I‘[ <t<2m
(-2 <t<0)
2

Na poradi jednotlivych proménnych pri sestavovani integralu nezalezi,
vSechny meze jsou konstantni, —

SR
IA
%]
INA

SR

Brno 2020 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST - Transformace trojného integrdlu do sférickych/kulovych souradnic 11 ze

.U-f\/x2+y2+zz dxdydz =

T
2 T 3
= f f\/(r cost coss)? + (rsintcoss)? + (rsins)?-r2coss dr | dt|ds =
. - g 171
2 L 2

Il
N:F‘\Nl:l
N | W

o,

\/1‘2 cos?s (cos? t + sin’t) +r2sin®s - r2coss dr | dt|ds =
1

T

f fr coss dr | dt| ds =

o
:l‘:

1 -

Il
|
N L

\/rz (cos?s + sin® s)r?coss dr | dt|ds =

2

SIE
—_—n
:l

4-
= cossl l dt ; ds =

T[ 3
7 2™

primitivni funkce je spojita pror € R, tedyipro r €(0; 3), proto
—Ezn i 0)dt|d 81_ 2Ttd d 81_ 21Td—
_nJcoss 7 t S_TLCOSS J t S—Tjﬂcoss[t]gﬂ s =
2 Lm ~2 2T ~2

primitivni funkce je spojitaprot € R,tedyipro ¢t € (% ; M), proto
81| 3 Vg8 1 d_811‘r[ ]E_
=2 coss |2m—om)ds=—--o [ coss ds= -2 sms_g—

NIE
NIE}

primitivni funkce je spojita pros € R, tedyipro s € <—§ ; g> , proto

_8111 o _—1'[_81
=73 sm2 sm2 —411

1 -1
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FAST - Transformace trojného integrdlu do sférickych/kulovych souradnic 12 ze

2. Vypocitejte trojny integral

y=0

1<x®2+y%2+22

z<0
]U (x2+y?)dxdydz, kde pro souradnice bodii oblasti Q plati:
Q
x2+y2+22<9

/xER; yER; z€ R/

Urcime mezni plochy
x=0 rovina
y=0 rovina

1=x2+y?+ 2% kulova plocha (polomér 1)

x2+y2+2z2=9 kulové plocha (polomér 3)

Transformujeme do sférickych souradnic:

X =1 costcoss
y=rsintcoss
Z=rsins

|J| =7%coss

Z obrazku stanovime meze pro jednotlivé proménné 1<r<3
e - N . - O<t=m
Na poradi jednotlivych proménnych pri sestavovani integralu nezaleZi,
v . ’ i
vSechny meze jsou konstantni, —5;SSS 0

gf(x2+y2) dxdydz =

T 3

f f[(r costcoss)? + (rsintcoss)?]-r2coss dr | dtp ds =
1J1

0 \1

\‘o

NIE

N|:|%O

T T 3
f r2 cos? s (cos? t + sin®t) r2coss dr|dt}ds = f fr“ cos3s dr |dt|ds =
0 0

1 1 1

|
ST D NP

l

primitivni funkce je spojita pror € R, tedyipro r €(1; 3), proto

NI:I‘:O
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13 ze [14

FAST - Transformace trojného integrdlu do sférickych/kulovych souradnic

T

0 T 0
1 -1 242
= cos3s | — — =] dt ds- cos3 s dt | ds = —
5 5
0

TC
cos3s [t]o ds =

|
N|=|\O

M M1
T2 T2
primitivni funkce je spojitaprot € R, tedyipro t € (0; m), proto
0 0 0
242 3 242m 2427
== f cos’s (m—0)ds = < j cos?s-coss ds = < (1—sm s)-coss ds =
= = =
sins=u
coss ds =du
1 0
ds=esd¥| 2421Tf 2 7.1 i
= (1 —-wu“)-coss o5 W= U 3_1—

primitivni funkce je spojita prou € R, tedyipro u € (—1; 0), proto

_ 2421‘[{ (—1)3l } _ 242 1 -1 2421 484

2
“’*[‘1‘ 3 3 R - i T
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FAST - Transformace trojného integrdlu do sférickych/kulovych souradnic 14 ze |14

3. Vypocitejte trojny integral

T

ff dxdydz , kde pro souradnice bodfi oblasti Q plati: x?+y2+2z2<1
) ,

/xXER; yER; z€ R/

Urcime mezni plochu
x2+y%+2z2=1 kulova plocha (polomér 1)

vlastné pocitdme objem koule = gnr3 = %1‘[
Transformujeme do sférickych souradnic ok
X =7COStCOSS 0<r<i ke
g N
|/ =7r%coss —7SSs3

a z obrazku stanovime meze pro jednotlivé proménné

T T
2 (2m/ 1 2 2mn 3
[r

ff dxdydz=f f frzcoss dr | dt dszf fcoss
Q o \o M “1\0

2

primitivni funkce je spojita pror € R,tedyipro r €(0; 1), proto

[E]

2T 2
1 1 2T
f COS S <§ — 0) dt| ds = 3 COS S [t]o ds =

Il
A ——lx

NIE

Tlo
2
primitivni funkce je spojita prot € R,tedyipro t € (0; 2m), proto

NIE}
NIE]

2y
coss (2m—0)ds = ?[sms] =
2

Wl

IE

primitivni funkce je spojita pros € R, tedyipro s € <—g; §> , proto

T3 2 2
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