FAST - Trojny integrdl 1z08

Nasledujici obrazky jsou kresleny v kolmé axonometrii V4
a souradné osy (pokud nejsou zakresleny) jsou voleny takto:

X y
1. Vypocitejte trojny integral
x=-1
Mddd kd fadnice bodfl oblasti Q plati: =
xdydz , e pro soutradnice bodi oblasti Q plati: 2>2+y?
. z<4—y?

/xER;, yER; z€ R/

Urcime mezni plochy

x=-1 rovina

x=2 rovina

z=2+y? parabolicka valcova plocha

z=4—y? parabolicka valcova plocha tedy

p
o 0

Stanovime meze pro jednotlivé proménné

Meze proménnych x a z jsouzadany a proménnou y urcime z pidorysu télesa. Z obrazku je
zirejmé, Ze plidorysem bude obdélnik, jehoZ strany rovnobézné s osou x tvori prisecnice obou
parabolickych valcovych ploch. Tedy y2+2=4-y?2 = y=41.

—1<x<2
A kdyZ to shrneme -1<y<1 na poradi x a y prisestavovani integralu nezaleZi.
2+y2<z<4-y?

2| 1 [ 4-y? 2 1 4ey?
]U dxdydz=] J ] dz | dy dx=j j[z]2+ , dypdx =
Q -1 |-1 \2+y?2 -1 \ -1 Y

primitivni funkce je spojitd proz € R, tedyipro z € (2+y?; 4 —y?), proto

2 2

1 2 1 3 1
=l 4[@—y%—{2+fﬂdycu=ljJXZ—M%dydx=12Lw3%LJu=

primitivni funkce je spojita proy € R,tedyipro y € (—1; 1), proto

:j 2{[1 - 1;] - [(—1) - (_;)31} dx =_f12 G + %) dx = g_fj dx = g[x]: =

primitivni funkce je spojita prox € R,tedyipro x € (—1; 2),proto =

w|

[2-(-1)]=8
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FAST - Trojny integrdl 2 z

2. Vypocitejte trojny integral

jﬂ dxdydz , kde pro souradnice bodi oblasti Q plati: z=20
Q

/xER; yeER; z€ R/

Mezni plochy jsoutfiroviny (x =0; y = 1; z = 0), parabolické valcova plocha (y = x?)
a rota¢ni parabolicka plocha (z = x2 + y?)

Stanovime meze pro jednotlivé proménné
0<x<.y
Meze vSech proménnych jsou vlastné zadany. A kdyZ to shrneme 0<y<1

0<z<x*+y?
Ale to by se potom v integralu vyskytovala odmocnina

a to je vétSinou nevhodné.
0<x<1

Proto budeme radéji volit x?2<y<1
0<z<x%+y?

1| 1/ x%+y2 1( 1 2,2
Xty
ﬂ dxdydzzf f f dz | dy dxzf f[z]o dy b dx =
Q 0 |x2 0 0 \«x2

primitivni funkce je spojitd proz € R, tedyipro z € (0; x* + y?), proto

(o 1[ 1
bf{f[(x2+y2)_(0)] dy dx:bf[i(xz_'_yz)) dy| dx =

x2
1 1 1[ 1 1 1.
— 2 2 — 211" Y —
_f[xfdy dx+f fydy dx—fx [y]zdx+fl?l dx =
X
0 x2 0 |x2 0 0 x?

primitivn{ funkce jsou spojité proy € R,tedyipro y € (x?; 1), proto

1

1 1 1 1
1 1 1
= [{x2[() - )] + 5 [1®) - (x2)3]} dx = [ x?dx— | x*dx+ = | dx— = | x®dx =

0

51,5, skl -5 7],
= | — — | — —|x _ | — —

30 50 3L 1o 3 7 1,

primitivni funkce jsou spojité prox € R, tedyipro x €(0; 1), proto

(1 03 1 0+1(1 0 1/1 0 1 1+1 1 35-21435-5 44
~\3 3 5 3 3\7 3 5 3 21 105 105
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FAST - Trojny integrdl 3z

3. Vypocitejte trojny integral x>0
y=0
J ] dxdydz , kde pro souradnice bodii oblasti Q plati: z>0
x+2y<6

z<9—y?

/xER; yER; z€ R/

Mezni plochy
x=0 rovina
y=0 rovina
z=0 rovina
x+2y=6 rovina
z=9—y? parabolicka valcova plocha tedy

Stanovime meze pro jednotlivé proménné

0<x<6-2y
Meze vSech proménnych jsou vlastné zadany. A kdyZ to shrneme 0<y<3
0<z<9-y?

3| 6-2y /[ 9-y? 3 ( 6-2y oy?
ﬂ dxdydzzf f f dz | dx dy=f f [z]o dxp dy =
Q 0 0 0 0 0

primitivni funkce je spojitd proz € R, tedyipro z € (0; 9 —y?), proto

6—2

3 y 3 6—2y 3 6-2y
=] f (9= y2) — (0] dx dy=j[ j © -y dx dy=f[9x—xy2]0 dy =
0 0 0 0 0

primitivni funkce je spojita prox € R,tedyipro x €(0; 6 —2y), proto

3 3
f [9(6 — 2y) — (6 — 2y)y?] f 2y% —6y? — 18y + 54) dy =
0 0

y* y3 y? y* :
2% —6-2——18-2—+54-y| =|%= —2y3—-9y2 + 54y| =
I 2 3 8 5 +5 yL [2 y y“+5 yL

primitivni funkce je spojita proy € R,tedyipro y € (0; 3), proto

34 X , 81 —108 — 162 + 324 135
=(5-2:39-9-32+54-3) - (0) = - ==
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FAST - Trojny integrdl 4 z

4. Vypocitejte trojny integral x>0
x<2
ff (x2 +y?)dxdydz , kde pro soutadnice bodt oblasti Q plati: <3

Q y=
z=20

z<x+y
/xER; yER; z€ R/

Mezni plochy jsou roviny Yy

tedy

Stanovime meze pro jednotlivé proménné
0<x<2

Meze vSech proménnych jsou vlastné zadany. A kdyZ to shrneme 0<y<3
0<z<x+y

ﬂ dxdydz—flf f(x +y2)dz | dx| dy = f f(x2+y2)[z]:+ydx dy =

primitivni funkce je spojita proz € R, tedyipro 2z € (0; x +y), proto

3 2

3
=f f(x +y)[(x+y)—(0) ]dx; dy = f f(x + x2 y+xy +y3)dx dy =
0 0

3 2

—jx—+— +x—22+x3 dy =
= |z T3 yotxy®| dy =

0 2 0

primitivni funkce je spojita prox € R,tedyipro x € (0; 2), proto

3 3
22 8
f —+ y+ y +2y3|-0 dyzj 4+§y+2y2+2y3 dy =
0

3 4_3 3
y y y 4 2 1

122122 | =|ay+oy?+Syd 4oyt
2+3+4L [y+3y+33'+yl

2
primitivni funkce je spojita proy € R,tedyipro y € (0; 3), proto

0
_ a4y 8.
YTy

4 2 1
=<4-3+—-32+—-33+—-34

0 _ 24+24+36+81 165
3 3 2 (0) =

2 T2
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FAST - Trojny integrdl

5. Vypocitejte trojny integral

jffxdxdydz ,
Q

kde pro souradnice bodi oblasti  plati:

€]
N
[CO 1

x=1
y =2
z=>3

4x + 3y + 2z <28

/xER;, yER; Zz€ R/
z
Mezni plochy jsou ¢tyti roviny,
které vymezuji Ctyrstén (trojboky jehlan) ABCD ,
piicemz souradnice jednotlivych bodl ziskame vzdy
jako pruseciky tfi rovin.
Napriklad bod A je prisecikem rovin
y=2Nz=3N4x+ 3y + 2z =128

Souradnice vrcholid: A
B =
C
D

Stanovime meze pro jednotlivé proménné
Symbolicky: x-ova soufadnice C; < x < x-ova soufadnice A; =
usecka AC; <y <tusetka A;B,

AABC <z < AABD

4 [ 3@2-40f 14-2x-2 4 [ 3240
fffxdxdydzzf f f xdz|dy dxzf f x[z]
Q 1 2 3 1 2

primitivni funkce je spojitaproz € R, tedyipro z €

1 1
§(22—4x) 4 5(22—496)

2(22-4%) 3 (22-4%)

— 2x? [y

11x[3’] ](22 oz 2]

primitivni funkce jsou spojité proy € R, tedyipro y € (2;

14—2x—7

(3; 14— 2x - ),

~(22 — 4x)),

D

1<x<4
2<y<3(22—4)

3SZS%(28—4x—3y)

3y

dy p dx =

proto

j l<14 2x — 37}}) (3)] dy y dx = f j <11x —2x?% — 32—xy> dy|dx =
2 2

proto

f{ 3x [/ 22 — 4x\°
= 11xl (22 — 4x)—-2]—-2x [ (22-—4x)-—2] = ( 3 ) — 22| dx =
1
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FAST - Trojny integrdl 6 z

[ ]

4
242x 44x? 44x%  8x3 "
3 —22x — 3 +T+4x — — (484 —176x + 16x°) + 3x| dx
4
j‘8 4 —44—44+12+44 ,  242—-66—121+9
= “x°+ x| dx =
3 3 3
1

4
f4 2, 6% d_ 32 x34+64 x|
30 T g ) dx 3,73 2], T
1
primitivni funkce jsou spojité prox € R, tedyipro x € (1; 4), proto

255-32-21+32-15
3

32 32
(256=1) = o (64— D+ 5 (16— 1) =

wlp—\

=21

3. Vypocitejte trojny integral x>0

y=0
ff dxdydz , kde pro soutradnice bodi oblasti Q plati: z=20
x+2y<6

z<9—y?

/xER;, yER;, z€ R/

Mezni plochy
x=0 rovina
y=0 rovina
z=0 rovina
x+2y=6 rovina
z=9—y? parabolicka valcova plocha tedy

Stanovime meze pro jednotlivé proménné
0<x<6-2y
Meze vSech proménnych jsou vlastné zadany. A kdyZ to shrneme 0<y<3
0<z<9—y?

6-2y [ 9— y 3 6—-2y 9—y2
ﬂ. dxdydz—f f j dz | dx dy=j f [Z]O dx; dy =
0 0

primitivni funkce je spojitd proz € R, tedyipro z € (0; 9 —y?), proto
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FAST - Trojny integrdl 7z 8
3 6—
bf

2y 3 y 3 6—2
-2y
J— j— X = —_ X = X — X =
9 —y? 0)| dx ¢ dy 9 —y2)dx| dy 9 y? . dy
0 ol o 0
primitivni funkce je spojita prox € R,tedyipro x €(0; 6 —2y), proto

3

3
f [9(6 — 2) — (6 — 2)y?] — [0]} dy = f (2y° — 6y — 18y + 54) dy =
0 0

3 2 4 3
y__ Y 4.2 vl =Y 93 _gy2 _
lZ 2 3 18 > + 54 yL > 2y° — 9y +54yl0

primitivni funkce je spojitd proy € R,tedyipro y €(0; 3), proto

34 81 — 108 — 162 + 324 135
== -2-33-9.32454.3)—(0) = =

2 2 2
7. Vypocitejte trojny integral x>0
y=0
ﬂ dxdydz , kde pro souradnice bodi oblasti Q plati: z=20
x+y<1
z<x%+y?

/xER; yeER; z€ R/

Mezni plochy
x=0 rovina
y=0 rovina
z=0 rovina
x+y=1 rovina
z=x?+y? rota¢ni paraboloid tedy

Stanovime meze pro jednotlivé proménné

0<x<1

Meze vSech proménnych jsou vlastné zadany. A kdyZz to shrneme 0<y<1l-x
0<z<x%+y?
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FAST - Trojny integrdl 8 z

1-x [ x?2+y? 1

ff dxdydz—f f j dz | dy dx=f Of_x[z]:2+y2 dy b dx =

0

primitivni funkce je spojitd proz € R, tedyipro z € (0; x? + y?), proto

1-x y3 1=x B
[(x% +y?) = (0)] dy dx—f[f(x +y?)dy| dx = {xz[y]o +l?lo }dx—

primitivni funkce jsou spojité proy € R,tedyl pro ye(0;1—x), proto

1-x

gl

1
— 2 _ .3
{x2[<1—x)—(0>]+§[<1—x)3—(o>]}dx_j<x 2 3x+33x x>dx
0

4, 1 4121 231" [x2]° 1 2
- 2x2 — Z = ——|= 2= —[= Z =
( 3x+x x+3>dx 3l4L+ l3L lZL+3[x]O

primitivni funkce jsou spojité prox € R,tedyipro x € (0; 1), proto

)0l ) E)- o] 3= 2t

Il Il
O — [ CY— =
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