
Př́ıklad. Najděte absolutńı extrémy funkce f(x, y) = e
x · (xy − 3x + 2y) na množině M = 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉.
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Př́ıklad. Najděte absolutńı extrémy funkce f(x, y) = e
x · (xy − 3x + 2y) na množině M = 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉.

Řešeńı. Nejďŕıve urč́ıme stacionárńı body funkce f na ,,vniťrku“ množiny M (bez jej́ı hranice), pokud existuj́ı.
Stacionárńı body muśı splňovat rovnice f ′x = 0, f ′y = 0, tedy (podrobněǰśı výpočet derivaćı zde) f ′x(x, y) ≡ ex · (xy − 3x + 3y − 3) = 0 =⇒ xy − 3x + 3y − 3 = 0;

f ′y(x, y) ≡
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f ′y(x, y) ≡ ex · (x + 2) = 0
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Př́ıklad. Najděte absolutńı extrémy funkce f(x, y) = e
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f ′y(x, y) ≡ ex · (x + 2) = 0 =⇒ x + 2 = 0,

tedy x = − 2
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tedy x = − 2 a z prvńı rovnice hned vyjde y = − 3. Daná funkce f má tedy jediný stacionárńı bod S = [−2,−3],
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avšak S 6∈ M .
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Př́ıklad. Najděte absolutńı extrémy funkce f(x, y) = e
x · (xy − 3x + 2y) na množině M = 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉.

Řešeńı. Nejďŕıve urč́ıme stacionárńı body funkce f na ,,vniťrku“ množiny M (bez jej́ı hranice), pokud existuj́ı.
Stacionárńı body muśı splňovat rovnice f ′x = 0, f ′y = 0, tedy (podrobněǰśı výpočet derivaćı zde) f ′x(x, y) ≡ ex · (xy − 3x + 3y − 3) = 0 =⇒ xy − 3x + 3y − 3 = 0;

f ′y(x, y) ≡ ex · (x + 2) = 0 =⇒ x + 2 = 0,

tedy x = − 2 a z prvńı rovnice hned vyjde y = − 3. Daná funkce f má tedy jediný stacionárńı bod S = [−2,−3],
avšak S 6∈ M .

D́ılč́ı výsledek. Na vniťrku množiny M neexistuje stacionárńı bod vyšeťrované funkce f .
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M.
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M.
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M.

Protože nejsme schopni uvažovanou hranici popsat jedinou rovnićı, budeme ji vyšeťrovat po částech. Jednotlivé strany
označme γj, γv, γs, a γz (viz p̌redchoźı obrázek).
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M.

Protože nejsme schopni uvažovanou hranici popsat jedinou rovnićı, budeme ji vyšeťrovat po částech. Jednotlivé strany
označme γj, γv, γs, a γz (viz p̌redchoźı obrázek).

Trošku netradičńı zp̊usob indexováńı, ale vš́ımavěǰśı čtenář v něm určitě našel jistou logiku:-) Kapička odlehčeńı jinak strohého mate-
matického textu nikdy neuškod́ı. Nerad́ıme však student̊um, aby podobné legrácky slepě napodobovali:-))
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Nyńı najdeme extrémy vázané na hranici množiny M.

Protože nejsme schopni uvažovanou hranici popsat jedinou rovnićı, budeme ji vyšeťrovat po částech. Jednotlivé strany
označme γj, γv, γs, a γz (viz p̌redchoźı obrázek).

Trošku netradičńı zp̊usob indexováńı, ale vš́ımavěǰśı čtenář v něm určitě našel jistou logiku:-) Kapička odlehčeńı jinak strohého mate-
matického textu nikdy neuškod́ı. Nerad́ıme však student̊um, aby podobné legrácky slepě napodobovali:-))

Vrcholy čtverce z našich úvah prozat́ım vylučme, neboli každou stranu čtverce M uvažujme jako otev̌renou úsečku (tj.
úsečku bez krajńıch bodů). Tyto otev̌rené úsečky je potom možno analytickým způsobem popsat vztahy:

jižńı strana γj = {[x, y]; x ∈ (0, 1), y = 0}; východńı strana γv = {[x, y]; x = 1, y ∈ (0, 1)};

severńı strana γs = {[x, y]; x ∈ (0, 1), y = 1}; západńı strana γz = {[x, y]; x = 0, y ∈ (0, 1)};
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Poznámka. Symbolem f |A znač́ıme tzv. restrikci (tj. zúžeńı) funkce f na množinu A ⊂ D(f).
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Poznámka. Symbolem f |A znač́ıme tzv. restrikci (tj. zúžeńı) funkce f na množinu A ⊂ D(f).

Nap̌r. uvažujme funkci f danou p̌redpisem f(x) = x
|x| s definičńım oborem D(f) = (−∞; 0)∪ (0; +∞). Označme

g1 = f |(0;+∞) a g2 = f |(−∞;0).
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Poznámka. Symbolem f |A znač́ıme tzv. restrikci (tj. zúžeńı) funkce f na množinu A ⊂ D(f).

Nap̌r. uvažujme funkci f danou p̌redpisem f(x) = x
|x| s definičńım oborem D(f) = (−∞; 0)∪ (0; +∞). Označme

g1 = f |(0;+∞) a g2 = f |(−∞;0). Samostatně zdůvodněte, že potom plat́ı

g1(x) ≡
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Poznámka. Symbolem f |A znač́ıme tzv. restrikci (tj. zúžeńı) funkce f na množinu A ⊂ D(f).

Nap̌r. uvažujme funkci f danou p̌redpisem f(x) = x
|x| s definičńım oborem D(f) = (−∞; 0)∪ (0; +∞). Označme

g1 = f |(0;+∞) a g2 = f |(−∞;0). Samostatně zdůvodněte, že potom plat́ı

g1(x) ≡ 1,
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Poznámka. Symbolem f |A znač́ıme tzv. restrikci (tj. zúžeńı) funkce f na množinu A ⊂ D(f).

Nap̌r. uvažujme funkci f danou p̌redpisem f(x) = x
|x| s definičńım oborem D(f) = (−∞; 0)∪ (0; +∞). Označme

g1 = f |(0;+∞) a g2 = f |(−∞;0). Samostatně zdůvodněte, že potom plat́ı

g1(x) ≡ 1, g2(x) ≡
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Poznámka. Symbolem f |A znač́ıme tzv. restrikci (tj. zúžeńı) funkce f na množinu A ⊂ D(f).

Nap̌r. uvažujme funkci f danou p̌redpisem f(x) = x
|x| s definičńım oborem D(f) = (−∞; 0)∪ (0; +∞). Označme

g1 = f |(0;+∞) a g2 = f |(−∞;0). Samostatně zdůvodněte, že potom plat́ı

g1(x) ≡ 1, g2(x) ≡ − 1.
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Poznámka. Symbolem f |A znač́ıme tzv. restrikci (tj. zúžeńı) funkce f na množinu A ⊂ D(f).
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g1(x) ≡ 1, g2(x) ≡ − 1.

Ve smyslu p̌redchoźı poznámky označme postupně fj = f |γj
, fv = f |γv

, fs = f |γs
a fz = f |γz

.
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.

,,Jižńı“ strana:
X = [x, y] ∈ γj ⇐⇒ y = 0 ∧ x ∈ (0, 1) =⇒ fj(x) = f(x, 0) = −3xex, což je funkce jedné proměnné x.
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X = [x, y] ∈ γj ⇐⇒ y = 0 ∧ x ∈ (0, 1) =⇒ fj(x) = f(x, 0) = −3xex, což je funkce jedné proměnné x.

Úloha vyšeťrit extrémy funkce f vázané na otev̌rené úsečce γj p̌recháźı na úlohu vyšeťrit extrémy funkce jedné
proměnné fj na intervalu (0, 1). Protože je vyšeťrovaná funkce diferencovatelná, můžeme body podežrelé z extrémů

hledat pomoćı nulových bodů derivace.
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Úloha vyšeťrit extrémy funkce f vázané na otev̌rené úsečce γj p̌recháźı na úlohu vyšeťrit extrémy funkce jedné
proměnné fj na intervalu (0, 1). Protože je vyšeťrovaná funkce diferencovatelná, můžeme body podežrelé z extrémů

hledat pomoćı nulových bodů derivace.

f
′
j(x) ≡ −3e

x − 3xe
x

= 0 =⇒ −3x − 3 = 0, tedy x = −1, avšak −1 6∈ (0, 1). Plat́ı f ′j(x) < 0 pro
x ∈ (0, 1), tj. funkce fj je klesaj́ıćı na (0, 1).

Funkce jedné proměnné fj nenabývá na otev̌rené úsečce (0, 1) svého extrému, tedy funkce dvou proměnných f

nenabývá vázaného extrému na úsečce γj;
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,,Východńı“ strana:

[x, y] ∈ γv ⇐⇒ x = 1 ∧ y ∈ (0, 1)
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,,Východńı“ strana:

[x, y] ∈ γv ⇐⇒ x = 1 ∧ y ∈ (0, 1) =⇒ fv(y) = f(1, y) = (3y − 3)e,
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,,Východńı“ strana:

[x, y] ∈ γv ⇐⇒ x = 1 ∧ y ∈ (0, 1) =⇒ fv(y) = f(1, y) = (3y − 3)e,

což je funkce jedné proměnné y.
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což je funkce jedné proměnné y.

Plat́ı f ′v(y) ≡ 3e > 0,
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což je funkce jedné proměnné y.
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Plat́ı f ′s(x) ≡ −2xex < 0 pro x ∈ (0, 1), tj. podobně jako u p̌redchoźı strany můžeme zdůvodnit, že na otev̌rené

úsečce γs funkce f nemá vázaný extrém;
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tedy funkce dvou proměnných f nenabývá vázaného extrému na otev̌rené úsečce γv;
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což je funkce proměnné x.
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Z p̌redchoźıch úvah, kdy jsme vyšeťrovali stacionárńı body funkćı findex (pro index ∈ {j, v, s, z}) na intervalu
(0, 1), vyplynulo, že funkce dvou proměnných f nenabývá vázaného extrému na množině γ \ {S1, S2, S3, S4}.
Zbývaj́ı posledńı čty̌ri body podežrelé z vázaného extrému – vrcholy vyšeťrovaného čtverce M.
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Z p̌redchoźıch úvah, kdy jsme vyšeťrovali stacionárńı body funkćı findex (pro index ∈ {j, v, s, z}) na intervalu
(0, 1), vyplynulo, že funkce dvou proměnných f nenabývá vázaného extrému na množině γ \ {S1, S2, S3, S4}.
Zbývaj́ı posledńı čty̌ri body podežrelé z vázaného extrému – vrcholy vyšeťrovaného čtverce M.

Určeme f(Si) pro i = 1, 2, 3, 4. Postupně máme:
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Zbývaj́ı posledńı čty̌ri body podežrelé z vázaného extrému – vrcholy vyšeťrovaného čtverce M.

Určeme f(Si) pro i = 1, 2, 3, 4. Postupně máme:

f(S1) = e
x · (xy − 3x + 2y)

∣∣
x=0,y=0 =
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f(S1) = e
x · (xy − 3x + 2y)

∣∣
x=0,y=0 = 0;

f(S2) = e
x · (xy − 3x + 2y)

∣∣
x=0,y=1 = 1 · (0− 0 + 2 · 1) =
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Zbývaj́ı posledńı čty̌ri body podežrelé z vázaného extrému – vrcholy vyšeťrovaného čtverce M.

Určeme f(Si) pro i = 1, 2, 3, 4. Postupně máme:

f(S1) = e
x · (xy − 3x + 2y)

∣∣
x=0,y=0 = 0;

f(S2) = e
x · (xy − 3x + 2y)

∣∣
x=0,y=1 = 1 · (0− 0 + 2 · 1) = 2;

f(S3) = e
x · (xy − 3x + 2y)

∣∣
x=1,y=1 =
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f(S1) = e
x · (xy − 3x + 2y)

∣∣
x=0,y=0 = 0;

f(S2) = e
x · (xy − 3x + 2y)

∣∣
x=0,y=1 = 1 · (0− 0 + 2 · 1) = 2;

f(S3) = e
x · (xy − 3x + 2y)

∣∣
x=1,y=1 = e · (1− 3 + 2) = 0;

f(S4) = e
x · (xy − 3x + 2y)

∣∣
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f(S4) = e
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x=1,y=0 = e · (0− 3 + 0) = − 3e.

Celkem tedy máme f(S4) < f(S1,3) < f(S2).
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f(S1) = e
x · (xy − 3x + 2y)

∣∣
x=0,y=0 = 0;

f(S2) = e
x · (xy − 3x + 2y)

∣∣
x=0,y=1 = 1 · (0− 0 + 2 · 1) = 2;

f(S3) = e
x · (xy − 3x + 2y)

∣∣
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x=1,y=0 = e · (0− 3 + 0) = − 3e.

Celkem tedy máme f(S4) < f(S1,3) < f(S2).

D́ılč́ı výsledek. Z p̌redchoźıho řetězce nerovnost́ı plyne, že vyšeťrovaná funkce f nabývá na hranici množiny M svého
vázaného maxima v bodě S4, resp. vázaného minima v bodě S2.
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Shrnut́ı d́ılč́ıch výsledk̊u:
Zvlášt’ jsme vyšeťrovali stacionárńı body na vniťrku množiny M , zvlášt’ extrémy vázané na hranici M (viz strana 1,
resp. str. 5):
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Shrnut́ı d́ılč́ıch výsledk̊u:
Zvlášt’ jsme vyšeťrovali stacionárńı body na vniťrku množiny M , zvlášt’ extrémy vázané na hranici M (viz strana 1,
resp. str. 5):

• Na vniťrku množiny M neexistuje stacionárńı bod vyšeťrované funkce f ;
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Shrnut́ı d́ılč́ıch výsledk̊u:
Zvlášt’ jsme vyšeťrovali stacionárńı body na vniťrku množiny M , zvlášt’ extrémy vázané na hranici M (viz strana 1,
resp. str. 5):

• Na vniťrku množiny M neexistuje stacionárńı bod vyšeťrované funkce f ;

• Extrémy vázané na ∂M :

max{f(x, y); [x, y] ∈ ∂M} = f(0, 1) = 2, min{f(x, y); [x, y] ∈ ∂M} = f(1, 0) = −3e.
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Shrnut́ı d́ılč́ıch výsledk̊u:
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• Extrémy vázané na ∂M :

max{f(x, y); [x, y] ∈ ∂M} = f(0, 1) = 2, min{f(x, y); [x, y] ∈ ∂M} = f(1, 0) = −3e.

Závěr: Porovnáńım p̌redchoźıch d́ılč́ıch výsledk̊u dostáváme, že nejvěťśı hodnota (tj. absolutńı maximum) funkce f
na množině M je hodnota 2 a tohoto absolutńıho maxima je nabýváno v bodě [0, 1].
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Shrnut́ı d́ılč́ıch výsledk̊u:
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Závěr: Porovnáńım p̌redchoźıch d́ılč́ıch výsledk̊u dostáváme, že nejvěťśı hodnota (tj. absolutńı maximum) funkce f
na množině M je hodnota 2 a tohoto absolutńıho maxima je nabýváno v bodě [0, 1].

Nejmenš́ı hodnota (tj. absolutńı minimum) funkce f na množině M je −3e a tohoto minima je nabýváno v bodě
[1, 0].
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Závěr: Porovnáńım p̌redchoźıch d́ılč́ıch výsledk̊u dostáváme, že nejvěťśı hodnota (tj. absolutńı maximum) funkce f
na množině M je hodnota 2 a tohoto absolutńıho maxima je nabýváno v bodě [0, 1].

Nejmenš́ı hodnota (tj. absolutńı minimum) funkce f na množině M je −3e a tohoto minima je nabýváno v bodě
[1, 0].

Symbolicky zapsáno

max{f(x, y); [x, y] ∈ M} = f(0, 1) = 2, min{f(x, y); [x, y] ∈ M} = f(1, 0) = −3e.

Konec
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Podrobný výpočet parciálńıch derivaćı funkce f

f
′
x(x, y) =

(
e
x · (xy − 3x + 2y)

)′
x

(?)
= e

x · (xy − 3x + 2y) + e
x · (xy − 3x + 2y)

′
x =

= e
x · (xy − 3x + 2y) + e

x · (y − 3) = e
x · (xy − 3x + 3y − 3) ;

f
′
y(x, y) =

(
e
x · (xy − 3x + 2y)

)′
y

(??)
= e

x · (xy − 3x + 2y)
′
y = e

x · (x + 2) .

zpět


